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OD AUTOROW

Oddajemy do rak Czytelnikow czwarte, zmodyfikowane wydanie skryptu,
ktéry — po dokonanych zmianach — nosi tytut Statystyka z elementami statystycz-
nych metod monitorowania procesow. Drugie wydanie tej pracy ukazato si¢
w roku 1997 i byto zmodyfikowang wersja skryptu Elementy statystyki i staty-
stycznej kontroli jakosci, wydanego po raz pierwszy w roku 1992. Kolejne, trze-
cie wydanie, poprawione i uzupetnione, ukazato si¢ w roku 2000 pt. Statystyka
z elementami statystycznych metod sterowania jakoscig. Zebrane do§wiadczenia
dydaktyczne sktonity autoréw do wprowadzenia pewnych zmian w rozdziatach
51 6, poswieconych weryfikacji hipotez statystycznych i analizie szeregow cza-
sowych. W pozostalych czgéciach skryptu wprowadzono tylko niewielkie po-
prawki i usunieto zauwazone bledy.

Skrypt ten — podobnie jak jego poprzednie wydania — przeznaczony jest
przede wszystkim dla studentéw kierunku towaroznawstwa. Po dokonanych
zmianach moze on by¢ uzyteczny rowniez dla studentow innych kierunkow stu-
didéw, a zwtaszcza dla stuchaczy studiow podyplomowych, zainteresowanych
poglebieniem swojej wiedzy w zakresie statystycznych metod analizy danych
i monitorowania procesow.

Skrypt sktada si¢ z szeSciu rozdziatow i aneksu, w ktorym zamieszczono
niezbgdne tablice statystyczne. Rozdzial 1 jest swego rodzaju repetytorium
Z rachunku prawdopodobienstwa i razem z rozdziatem 2, w ktéorym zarysowano
podstawowe problemy metodologii badan statystycznych, stanowi podstawe
rozwazan przedstawionych w dalszych cze$ciach skryptu. W rozdziale 3 omo-
wiono podstawowe problemy i metody statystyki opisowej, natomiast rozdziaty
4 1 5 poswigcone sg statystyce matematycznej. Znacznym modyfikacjom podda-
no rozdzial 6, po$wigcony analizie szeregow czasowych. Wlaczono do niego
opis konstrukcji i funkcjonowania kart kontrolnych Shewharta oraz kart kontrol-
nych sum skumulowanych, ktére — zgodnie z ich formalng strukturg — potrakto-
wano jako narzedzia monitorowania procesow, realizowanego w formie badan
wyrywkowych (niewyczerpujacych).

W kazdym rozdziale zastosowano odrgbna, ciaglta numeracje wzorow, tablic
i rysunkow. W taki sam sposob ponumerowano rowniez przyktady. Wzory przy-
toczone w przyktadach majg osobng numeracj¢. Do numerowania tych wzorow
zastosowano cyfry rzymskie, zapisywane za pomoca matych liter alfabetu tacin-
skiego, na przyktad: (i), (ii), (iii), (iv). Koniec kazdego przyktadu oznaczono



symbolem M. Symbol [] oznacza natomiast, ze przyktad bedzie kontynuowany
w dalszym wyktadzie.

Czytelnikow, ktorzy pragna poszerzy¢ swoja wiedzg z zakresu statystyki,
a takze statystycznych metod monitorowania proceséw, odsylamy do nastgpuja-
cych podrecznikow:

— A.D. Aczel, Statystyka w zarzgdzaniu, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2000,

— J.R. Benjamin, C.A. Cornell, Rachunek prawdopodobienstwa, statystyka
matematyczna i teoria decyzji dla inzynierow, WNT, Warszawa 1977,

— H. Bierman, C.P. Bonini, W.H. Hausman, Quantitative Analysis for Busi-
ness Decisions, Irwin, Boston 1991,

— D. Bobrowski, Probabilistyka w zastosowaniach technicznych, wyd. Il
poprawione i zmienione, WNT, Warszawa 1986,

— S. Brandt, Analiza danych, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1998,

— J. Czerminski, A. Iwasiewicz, Z. Paszek, A. Sikorski, Metody statystyczne
dla chemikéw, wyd. Il zmienione, PWN, Warszawa 1992,

— Z. Hellwig, Elementy rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matema-
tycznej, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1995,

— G. Keller, B. Warrack, H. Bartel, Statistics for Management and Econom-
ics. A System Approach, Wadsworth Publ. Co., Wadsworth, Belmont 1988,

— J. Koronacki, J. Mielniczuk, Statystyka dla studentéw kierunkéw technicz-
nych i przyrodniczych, WNT, Warszawa 2001,

— W. Mendenhall, J.E. Reinmuth, R. Beaver, D. Duhan, Statistics for
Management and Economics, Duxbury Press, Boston 1986,

— J. Steczkowski, Metoda reprezentacyjna w badaniu zjawisk ekonomiczno-
-spotecznych, PWN, Warszawa 1996.

Tych Czytelnikow, ktorzy zechca poglebi¢ swoje wiadomosci z zakresu sta-
tystycznych metod sterowania procesami, odsytamy do nastepujacych ksigzek:

— H. Gitlow, S. Gitlow, A. Oppenheim, R. Oppenheim, Tools and Methods
for the Improvement of Quality, Irwin, Homewood, Boston 1989,

— O. Hryniewicz, Nowoczesne metody statystycznego sterowania jakoscig,
Omnitech Press, PAN, Instytut Badan Systemowych, Warszawa 1996,

— A. lwasiewicz, Statystyczna kontrola jakosci w toku produkcji; systemy
i procedury, PWN, Warszawa 1985,

— A. lwasiewicz, Zarzgdzanie jakoscig, WWydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa—Krakow 1999 (rozdz. 5-9),

— D.C. Montgomery, Introduction to Statistical Quality Control, John Wiley
& Sons, New York 1991,

— J.R. Thompson, J. Koronacki, Statystyczne sterowanie procesem. Metoda
Deminga etapowej optymalizacji jakosci, Akademicka Oficyna Wydawnicza
PLJ, Warszawa 1994.



Rozdzial 1

ELEMENTY RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA

1.1. Wprowadzenie

Znakomita wigkszo$¢ przedsigwzigé empirycznych realizowanych, albo tyl-
ko obserwowanych, w ekonomii i1 zarzadzaniu, a takze w technice i w innych
obszarach dziatalnosci czlowieka, to doswiadczenia losowe. Jest to jedno z glow-
nych poje¢ w dziedzinie praktycznych zastosowan rachunku prawdopodobien-
stwa i statystyki. Do§wiadczeniem losowym jest kazde przedsiewzigcie empi-
ryczne, rzeczywiste albo symulacyjne, ktorego wyniku nie mozna przewidzie¢
mimo sprecyzowania warunkow, w ktorych jest ono realizowane. Do$wiadcze-
niem losowym jest wiec, na przyktad, kazde z wymienionych ponizej dziatan:

— egzamin ze statystyki,
rzut kostka do gry,
inwestowanie w akcje spotek notowanych na gieldzie,

— dziatalnos$¢ przedsigbiorstwa w ustalonym okresie rozliczeniowym,

— oczekiwanie na przystanku tramwajowym.

W Zadnym z wymienionych przypadkéw, ani tez w Zadnej innej podobne;j
sytuacji, nie jesteSmy w stanie przewidzie¢ doktadnego wyniku doswiadczenia.
Nie jestesmy w stanie tego dokona¢, albowiem o wyniku doswiadczenia decydu-
ja nie tylko czynniki systematyczne, w formie warunkow poczatkowych albo
parametryzujacych przebieg doswiadczenia, ale rowniez splot roznego rodzaju
czynnikdw przypadkowych (losowych). Na podstawie ogdlnej wiedzy o bada-
nym zjawisku mozna natomiast poda¢ zbior wszystkich mozliwych wynikow
realizowanego, albo obserwowanego, do$wiadczenia. Zwr6émy uwagge na
pierwszy z wymienionych powyzej przyktadow. Przystepujac do egzaminu ze
statystyki mozna uzyskac¢ jedna sposrdd szesciu nastepujacych ocen:

— bardzo dobrze, — dostatecznie plus,

— dobrze plus, — dostatecznie,

— dobrze, — niedostatecznie.
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Jest to zbior wszystkich mozliwych i wzajemnie wykluczajacych si¢ wynikow
egzaminu, a oceny te nie mogg by¢ roztozone na prostsze. W teorii rachunku
prawdopodobienstwa zdarzenia takie nazywane sg zdarzeniami elementarnymi,
a ich zbiér nazywany jest przestrzenig zdarzen elementarnych. Zbidr ten ozna-
czany jest symbolem Q, a jego elementy (zdarzenia elementarne) symbolem .
W rozwazanym przypadku mamy wiec:

Q={m, @, w3, o4, ws, &},

gdzie:
o, — bardzo dobrze, wy, — dostatecznie plus,
@, — dobrze plus, ws — dostatecznie,
ws; — dobrze, ws — niedostatecznie.

Kazde zdarzenie elementarne jest zdarzeniem losowym, ale nie zachodzi
relacja odwrotna. Nie kazde zdarzenie losowe jest zdarzeniem elementarnym.
W ogdlnym ujeciu problemu zdarzenie losowe definiuje si¢ jako podzbior prze-
strzeni zdarzen elementarnych Q. Dodajmy, ze moze to by¢ rowniez podzbior
pusty (zdarzenie niemozliwe) oraz podzbior réwny calej przestrzeni zdarzen
elementarnych (zdarzenie pewne). Zdarzenie losowe oznacza si¢ zwykle duzymi
literami z poczatku alfabetu tacinskiego (A, B, C, ...). W rozwazanym przykia-
dzie szczegolnie czgsto definiowane sa dwa zdarzenia losowe, a mianowicie:

AL ={mn, o, @5, on, x5}, A= {ws}.

Zdarzenie losowe A; oznacza pozytywny wynik egzaminu, natomiast zdarzenie
losowe A, oznacza wynik negatywny.

Rowniez drugi z wyrdznionych powyzej przykladéw, a mianowicie rzut
kostka do gry, jest do§wiadczeniem losowym o szescioelementowe] przestrzeni
zdarzen elementarnych. W tym przypadku zdarzeniem elementarnym jest liczba
,»0czek” na gornej ptaszczyznie kostki. Mamy wigc, tak samo jak poprzednio:

Q = {a)lr Wy, V3, W4, (s, 0)6}1

ale obecnie
) e N
[
w = [ ] a» = o3 = - L
— —

) )
O = e s _ _ (N
s = I s = We — ses
-/ -/
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Na podstawie tak okre$lonej przestrzeni zdarzen elementarnych mozna zde-
finiowac takie — na przyktad — zdarzenie losowe:

A — parzysta liczba ,,oczek”, B - nieparzysta liczba ,,oczek”.
Mamy wigc:

A={w,, au, s}, B={w, o ax}.

W praktycznych zastosowaniach rachunku prawdopodobienstwa i statystyki
przestrzen zdarzen elementarnych Q jest zawsze zbiorem co najwyzej przeli-
czalnym. W takiej sytuacji kazdy podzbior zbioru Q jest zdarzeniem losowym.
W teorii rachunku prawdopodobienstwa rozwaza si¢ rowniez takie przypadki,
gdy Q jest zbiorem nieprzeliczalnym. W tej sytuacji nie kazdy podzbiér prze-
strzeni zdarzen elementarnych (2 musi by¢ zdarzeniem losowym. Dlatego tez
w rozwazaniach teoretycznych dodatkowo definiuje si¢ taka rodzing podzbiorow
zbioru Q, ktorej elementami sa zdarzenia losowe. Bierze si¢ przy tym pod uwa-
ge najmniejsze, przeliczalnie addytywne cialo zdarzen. Takie cialo nazywane
jest borelowskim cialem zdarzen i jest ono zwykle oznaczane symbolem B.
Przestrzeh zdarzen elementarnych nie wyczerpuje wszystkich probleméw pro-
babilistycznych zwigzanych z do§wiadczeniem losowym. Pelniejsza charaktery-
stykg doswiadczenia losowego jest przestrzen probabilistyczna postaci:

(©, B, P), (1.1)
albo
(Q,P), (1.2)

gdzie P jest miarg probabilistyczna, pozwalajaca mierzy¢é prawdopodobienstwa
pojawiania si¢ poszczeg6élnych zdarzen losowych, okreslonych jako podzbiory
przestrzeni zdarzen elementarnych Q.

1.2. Prawdopodobienstwo

Prawdopodobienstwo zdarzenia losowego jest unormowang miarg szansy
zrealizowania si¢ tego zdarzenia jako rezultatu do§wiadczenia losowego. Wy-
znaczanie warto$ci prawdopodobienstw wymaga operowania definicjami moz-
liwymi do empirycznego zastosowania. Definicje te omoOwimy ponizej. Obecnie
zauwazmy, ze kazda operacyjna definicja prawdopodobiefistwa powinna spetniac
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warunki wynikajace z trzech aksjomatow, sformutowanych przez A.N. Kotmogo-
rowa'. Przypomnijmy te aksjomaty:

— Kazdemu zdarzeniu losowemu A € B przyporzadkowana jest jednoznacz-
nie nieujemna liczba P(A), nazywana prawdopodobienstwem zdarzenia A. Tak
wiegc:

P(A) > 0. (1.3)

— Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego, czyli zdarzenia obejmujgcego
caty zbidr zdarzen elementarnych Q, réwne jest jednosci. Tak wigc:

P(Q) = 1. (1.4)

— Dla kazdego ciagu A, A;, As, ..., parami roztacznych zdarzen, czyli takich
zdarzen, ze:

bl
i#]

prawdziwa jest zalezno$¢:

P(O A)= i P(A). (1.6)

i=1 i=l

Funkcja P spetiajaca te aksjomaty jest miara probabilistyczng okreslona na
zbiorze B.

1.2.1. Definicje prawdopodobienstwa

Definicja klasyczna

Nazwg ta okreslana jest najwcze$niejsza historycznie definicja, podana
w roku 1812 przez Laplace’a®. Definicje te¢ mozna stosowa¢ wowczas, gdy Q
jest skonczonym zbiorem, jednakowo mozliwych i wzajemnie wykluczajacych
si¢ zdarzen. Je$li zbior Q zawiera n zdarzen w i jesli zdarzenie losowe A jest
m-elementowym podzbiorem zbioru Q, to:

P(A) = % (L.7)

! A.N. Kotmogorow, Osnovnyje ponjatja tieorji vierojatnostiej, 1zd. Nauka, Moskva 1974.
2 pjerre Simon de Laplace (1749-1827), francuski astronom, matematyk i fizyk.
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Definicja ta ma pewien defekt logiczny, polegajacy na tym, ze do definio-
wania prawdopodobienstwa wykorzystuje sie pojecie prawdopodobienstwa.
Wszak zdarzenia ,,jednakowo mozliwe” to zdarzenia jednakowo prawdopodob-
ne. Nie zmienia to jednak faktu, Ze za pomocg tej definicji mozna poprawnie —
a wiec w sposob zgodny z podanymi powyzej aksjomatami — wyznaczy¢ praw-
dopodobienstwa w schematach urnowych, a takze w zagadnieniach praktycz-
nych, ktore mozna modelowaé za pomoca schematow urnowych®,

Definicja geometryczna

Za pomoca definicji klasycznej nie mozna wyznaczy¢ prawdopodobienstwa
zdarzenia losowego w sytuacji pokazanej na rys. 1.1. Poniewaz zar6wno obszar
G, jak i obszar g zawieraja nieskonczenie wiele punktow, zatem — postugujac si¢
klasyczng definicja — nie mozna wyznaczy¢ prawdopodobienstwa zdarzenia
losowego A polegajgcego na tym, ze wybierajac losowo punkt z obszaru G, wy-
bierzemy punkt z obszaru g. Trudnos¢ te usuwa definicja geometryczna, wedtug
ktorej:

mes g
mesG '

P(A) = (1.8)

gdzie mes g oznacza miare obszaru g, natomiast mes G jest miarg obszaru G,
Zauwazmy, ze definicja geometryczna nie usuwa wspomnianego powyzej

defektu logicznego definicji klasycznej. Rowniez tu wszystkie zdarzenia elemen-

tarne, czyli wszystkie punkty w obszarze G, muszg by¢ ,,rownouprawnione”.

Rys. 1.1. Geometryczna interpretacja prawdopodobienstwa

% Pod pojeciem schematu urnowego rozumiemy tu wszelkie modele fizyczne o odpowiednio
zorganizowanej strukturze stochastycznej.

# mes” jest skrotem angielskiego stowa measure — miara.



14

Definicje czesto$ciowe

U podstaw czestosciowych definicji prawdopodobienstwa lezy pojecie cze-
stosci wzglednej. Charakterystyke te definiujemy nastgpujaco:

Vi (A) = @, (1.9)

gdzie:
Vh(A) — czestos¢ wzgledna zdarzenia A w hipotetycznie jednorodnym, n-ele-
mentowym ciggu do§wiadczen losowych,
n — liczba wykonanych doswiadczen,
n(A) - liczba dos§wiadczen, w ktorych zrealizowato si¢ zdarzenie A.

Poniewaz n(A) < n, zatem:
0 < Vy(A) < 1. (1.10)

Czestos¢ wzgledna jest charakterystyka, ktora odnosi sie do przesztosci, pod-
czas gdy prawdopodobienstwo — jak to juz powiedzieliSmy powyzej — ma cha-
rakteryzowac szanse zrealizowania si¢ danego zdarzenia A. Jesli jednak warunki,
w ktorych realizowane jest doswiadczenie, pozostajg nie zmienione, to czestos$é
wzgledng V,(A) mozna wykorzysta¢ jako przyblizenie prawdopodobienstwa
P(A), a przyblizenie to jest tym lepsze, im wigksza jest liczba obserwacji n.
Stwierdzenie to — znajdujace swe teoretyczne uzasadnienie w prawie wielkich
liczb Bernoulliego (zob. punkt 1.6.1) — legto u podstaw dwodch czestosciowych
definicji prawdopodobienstwa. Wedtug tzw. definicji statystycznej prawdopo-
dobienstwo zdarzenia losowego A jest to pewna nieznana liczba P(A) z przedzia-
tu [0; 1], wokot ktorej oscylujg czestosci wzgledne V,,(A) i do ktorej przyblizaja
si¢ one ze wzrostem liczby obserwacji n. Na tej samej konstrukcji logicznej
oparta jest definicja podana przez Misesa’. Definicja ta glosi, ze:

P(A) = limV, (A). (1.12)

Definicji tej zarzuca si¢ brak logicznej spojnosci, przejawiajacy si¢ w pomiesza-
niu elementéw empirycznych i teoretycznych.

® Richard von Mises (1883-1953), austriacki statystyk, urodzony we Lwowie. Podana przez
niego definicja prawdopodobienstwa ma posta¢: py = lim Ny/N, gdzie: p, — prawdopodobien-
N—>o

stwo uzyskania liczby 1 w ciagu zer i jedynek, N; — liczebno$¢ zbioru jedynek, N = N; + Ny, przy
czym N jest liczebno$cia zbioru zer.
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Dodajmy, ze ocena prawdopodobienstwa za pomoca odpowiedniej czestosci
wzglednej jest podstawowg metodg postepowania we wszystkich naukach empi-
rycznych.

1.2.2. Podstawowe wlasnos$ci prawdopodobienstwa

1. Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia losowego A jest liczba spet-
niajaca nastgpujaca, podwojng nierownosé:

0<P(A)<1. (1.12)

2. Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego, tj. takiego, ktore jest pu-
stym podzbiorem zbioru €, réwna si¢ zeru:

P(0)=0. (1.13)

3. Suma prawdopodobienstwa zdarzenia A i zdarzenia przeciwnego A réw-
na si¢ jednosci:

P(A) + P(A) =1. (1.14)

4. Jezeli zdarzenie losowe A zawiera si¢ w zdarzeniu losowym B, czyli
A c B, to:

P(A) <P(B). (1.15)

5. Prawdopodobienstwo sumy dwoch zdarzen A i B réwna si¢ sumie prawdo-
podobienstw tych zdarzen, pomniejszonej o prawdopodobienstwo ich iloczynu:

P(A U B) =P(A) + P(B) - P(A N B). (1.16)
W przypadku wigkszej liczby zdarzen, na przyktad trzech, wzor (1.16) przyjmie
nastepujaca postac:
PAuUBUC)=PA)+PB)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC) +
+P(ANB N C). (1.17)

6. Prawdopodobienstwo warunkowe. Prawdopodobienstwem warunkowym
lub inaczej prawdopodobienstwem wzglednym P(A| B) zdarzenia A pod warun-
kiem, ze zaszlo zdarzenie B, nazywamy iloraz prawdopodobienstwa iloczynu
zdarzen A i B oraz prawdopodobienstwa zdarzenia B:
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P(AN B)

OB P(B) >0 (1.18)

P(A|B)=
stad
P(A ~B)=P(B) - P(A|B), (1.19)

co oznacza, ze prawdopodobienstwo tgcznego zajScia zdarzen A i B rowna si¢
iloczynowi prawdopodobienstwa zdarzenia B i prawdopodobienstwa warunko-
wego zdarzenia A, pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B.

Podobnie mozna napisac:

P(AN B)

SA) P(A) >0 (1.20)

P(B| A) =
stad
P(A ~B)=P(A) - P(B|A). (1.21)

7. Prawdopodobienstwo iloczynu dwoch zdarzen niezaleznych. Zdarzenia
A'i B sa niezalezne, jezeli zaj$cie zdarzenia A nie wptywa na prawdopodobien-
stwo zaj$cia zdarzenia B, i odwrotnie. W konsekwencji, wzor (1.19) przybierze
postac:

P(A ~ B) = P(A) - P(B), (1.22)
bowiem
P(A) = P(A|B)
oraz
P(B) = P(B| A).

W przypadku k niezaleznych zdarzen losowych mamy:

k k
P(A NA, N ..nA)=P(A)=TP(A) =
1 e O Dl E (1.23)

=P(A)-P(A,) .- P(A).

1.2.3. Prawdopodobienstwo zupelne i wzor Bayesa

Uklad zupelny zdarzen

Ciag zdarzen losowych Ay, Ay, ..., A, ..., Ay nazywamy zupetlnym uktadem
zdarzen, jesli:
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AN ANA =0 (1.24)
i
i#Jj
oraz jesli:
n
AUA UL UAU.UA =JA=Q (1.25)
i=1

Warunek (1.24) oznacza, ze zdarzenia wykluczajg si¢ parami. Warunek
(1.25) oznacza natomiast, ze rozwazany cigg zdarzen wyczerpuje przestrzen zda-
rzen elementarnych, zwigzang z danym doswiadczeniem losowym. Zauwazmy,
ze w szczegolnosci zdarzenia przeciwne (A, A ) tworzg zupehny uktad zdarzen.

Prawdopodobienstwo zupelne
Jezeli zdarzenia Ay, ..., A, ..., Ay tworzag uktad zupelny zdarzen, to prawdo-

podobienstwo zdarzenia B, mogacego si¢ zrealizowa¢ pod warunkiem zaj$cia
poszczegblnych zdarzen A, mozna obliczy¢ za pomoca nastepujacego wzoru:

P(B)=) P(A)-P(B|A). (1.26)
i=1

Wz6r Bayesa

Jezeli zdarzenia Ay, ..., A, ..., Ay tworzg uktad zupelny zdarzen oraz P(B) > 0,
to wowczas prawdopodobienstwo zaj$cia dowolnego zdarzenia A; pod warun-
kiem, ze zaszto zdarzenie B, mozna obliczy¢ ze wzoru:

P(A)-P(B|A
(a5 (A) PIEIA)

. (1.27)
2. P(A)-P(B[A)

We wzorze (1.27) wyrazenie P(A; | B) nazywamy niekiedy prawdopodobien-
stwem a posteriori, gdyz podaje prawdopodobienstwo zrealizowania si¢ zdarze-
nia A; dopiero po wystapieniu zdarzenia B, natomiast wyrazenie P(A;) — prawdo-
podobienstwem a priori.
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Przyklad 1.1

W pewnej fabryce dwa automaty produkuja ten sam gatunek srub, ktore
wrzucane sg do wspdlnego pojemnika. Wiadomo przy tym, ze 60% produkcji
pochodzi z automatu I, a 40% z automatu II. Stwierdzono ponadto, ze 95% $rub
wytworzonych przez automat | odpowiada wymaganiom jakoSciowym, a 5%
stanowig $ruby z wadami. Analogiczne liczby dla automatu II wynosza 97%
i 3%. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze Sruba losowo wybrana z pojemni-
ka pochodzi z automatu I, jezeli stwierdzono, ze odpowiada ona wymaganiom
jakos$ciowym.

Wprowadzamy nastgpujace oznaczenia:

A; — zdarzenie polegajace na tym, ze losowo wybrana $ruba pochodzi z auto-
matu |,

A, — zdarzenie polegajace na tym, ze losowo wybrana $ruba pochodzi z auto-
matu I,

B — zdarzenie polegajgce na tym, ze losowo wybrana $ruba spelnia wyma-
gania jakosciowe.

Stad
P(A)=06; P(A)=04; P®B|A)=095 P([B|A)=007;
p(A|B) = P(A)- P(B[A)

P(A)- P(B[A) + P(A,)- P(B[A,)

0,6-0,95 0,57 _ 057

= = ~0,59.m
06-095+04-097 057+0,388 0,958

1.3. Jednowymiarowe zmienne losowe

1.3.1. Podstawowe pojecia i okreslenia

Z kazdym doswiadczeniem losowym zwigzana jest okreslona przestrzen
probabilistyczna (2, B, P). Majac t¢ przestrzen mozna definiowaé zmienne
losowe, opisujace liczbowo badany obiekt lub zjawisko.

Jednowymiarowa zmienna losowa X jest to funkcja rzeczywista postaci:

X:Q >R, (1.28)
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majgca t¢ wlasnos¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej X € R zbior zdarzen ele-
mentarnych o € Q, dla ktérych:

X(@) < X (1.29)

jest zdarzeniem losowym, czyli elementem borelowskiego ciata zdarzen B.

Zmienne losowe oznaczamy najczesciej duzymi, koncowymi literami alfabe-
tu tacinskiego, na przyktad X, T, Y, Z. Wartosci liczbowe, jakie te zmienne
przyjmuja, oznaczamy odpowiednio matymi literami, uzywajac w miar¢ potrze-
by indeksow. Na przyklad, kolejne realizacje zmiennej losowej Y moga by¢
oznaczone nastepujaco: Vi, ..., Yn.

Rozrozniamy dwa typy zmiennych losowych, a mianowicie:

— zmienne losowe skokowe (dyskretne),

— zmienne losowe ciggte.

Zmienne losowe skokowe moga przyjmowac wartosci wyrazajace si¢ tylko
niektorymi liczbami rzeczywistymi z okreslonych przedziatéw; najczesciej licz-
bami calkowitymi nieujemnymi. Zbiér mozliwych warto$ci zmiennej losowej
dyskretnej jest w konsekwencji zawsze przeliczalny, a niekiedy takze skonczo-
ny. Przyktadem zmiennej losowej dyskretnej o przeliczalnym zbiorze wartosci
moze by¢ liczba wad technologicznych w jednej sztuce wyrobu, liczba wypad-
kéw komunikacyjnych w ustalonym przedziale czasu, na okreslonym obszarze
kraju, liczba cykli pracy wytacznika elektrycznego itp. Kazda z tych zmiennych
losowych moze przyjmowac warto$ci wyrazajace si¢ liczbami catkowitymi nieu-
jemnymi: 0, 1, ... W zadnym z tych przypadkow nie mozna jednak w sposob $ci-
sty, wynikajgcy z istoty badanego zjawiska, wskaza¢ warto$ci najwyzsze;j.

Z inng sytuacja mamy do czynienia w przypadku takiej zmiennej losowej
dyskretnej, jak liczba sztuk wadliwych w partii towaru o licznosci N. Tak zdefi-
niowana zmienna losowa moze przyjmowac wartosci 0, 1, ..., N. Nie moze bo-
wiem by¢ wigcej sztuk wadliwych niz licznos$¢ catej partii towaru.

Zmienne losowe ciggle moga przyjmowaé warto$ci wyrazajace si¢ dowol-
nymi liczbami rzeczywistymi z okre§lonych przedzialow. Przyktadem zmiennej
losowej ciaglej moze by¢ temperatura jakiegos ciala, stgzenie procentowe roztwo-
ru, czas bezawaryjnej pracy okreslonego elementu jakiego$ urzadzenia itp. Jezeli
temperature jakiego$ materiatu bedziemy mierzy¢ w kelwinach (K), to wowczas
moze ona wyrazi¢ si¢ dowolna liczba rzeczywista z przedzialu [-273; ], gdzie
oznacza temperatur¢ termicznego rozktadu materiatu. Jezeli natomiast pominie-
my pewne ograniczenia wynikajace z fizycznych wlasciwosci roztworu, to wte-
dy jego procentowe stgzenie moze si¢ wyrazi¢ kazda liczba rzeczywisty z prze-
dziatu [0; 100]. Czas pracy okreslonego urzadzenia moze si¢ wyrazi¢ dowolng
liczba rzeczywista z przedziatu [0; +0).
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Nalezy tutaj podkresli¢, ze ciaglo$s¢ zmiennej losowej jest pojeciem, ktore
w pehi funkcjonuje tylko w modelu matematycznym. Doswiadczenie udyskret-
nia bowiem te modele i w praktyce wszystkie zmienne losowe majg charakter
skokowy, z tym, ze skokowo$¢ ta jest wyrazniej lub stabiej zaznaczona. Jezeli —
na przyklad — wspomniang wyzej temperature¢ bedziemy mierzy¢ za pomoca
termometru o dzialce elementarnej 0,01 K, to wéwczas uzyskany zbior wynikow
bedzie ,,praktycznie ciggly”. Jesli natomiast zastosowany termometr b¢dzie miat
dziatke elementarng 1 K, to wtedy uzyskiwane wyniki bedg wyraznie dyskretne.
Obydwa zbiory wynikow beda jednak nieciaglte w sensie matematycznym.

1.3.2. Charakterystyki rozkladu jednowymiarowej zmiennej losowej

Kazda zmienna losowa postaci (1.28) jest funkcja, ktéra przyporzadkowuje
warto$ci liczbowe zdarzeniom generowanym przez doswiadczenie losowe. Zda-
rzenia te realizujg si¢ z prawdopodobienstwami okreslonymi przez probabili-
styczny mechanizm do$wiadczenia. W konsekwencji, poszczegolne wartosci
zmiennej losowej realizujg si¢ z takimi samymi prawdopodobienstwami jak od-
powiadajace im zdarzenia losowe. Regule, wedlug ktorej jednostkowa masa
prawdopodobienstwa roztozona jest na poszczegolne warto$ci zmiennej losowe;,
albo na pewne agregaty tych warto$ci, nazywamy rozktadem prawdopodobien-
stwa (lub krocej: rozktadem) zmiennej losowej. Charakterystyki wykorzystywa-
ne do opisu rozktadu omoéwione sg ponize;j.

1.3.2.1. Funkcja prawdopodobienstwa i funkcja gestosci
prawdopodobienstwa

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej dyskretnej moze by¢ dany
za pomoca funkcji prawdopodobienstwa:

P(Y=y)=ply)=pi i=1 ..,k (1.30)
takiej, ze:
Kk
> p =1 (1.31)
i=1

Jest to wigc funkcja przyporzadkowujaca wartosci prawdopodobienstwa ()
poszczegdlnym wartosciom Y; zmiennej losowej Y. Funkcja ta moze by¢ okre-
$lona analitycznie za pomocg wzoru, przez wymienienie wszystkich par (y;, pi),
lub tez graficznie.
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Przyklad 1.2

Na podstawie dlugotrwatych obserwacji procesu produkcji pewnego wyrobu
sztukowego stwierdzono, ze:

5% produkowanego wyrobu nie odpowiada wymaganiom jakosciowym
(zdarzenie losowe A;);

40% odpowiada wymaganiom jakosciowym i nalezy do gatunku pierwszego
(zdarzenie losowe A));

55% odpowiada wymaganiom jako$ciowym i nalezy do gatunku drugiego
(zdarzenie losowe Ay).

Okreslimy nastepujacag zmienng losowa:

1 — gdy zachodzi zdarzenie A,
Y= 2 — gdy zachodzi zdarzenie A,,
3 — gdy zachodzi zdarzenie As.

Funkcja prawdopodobienstwa tej zmiennej losowej przedstawia si¢ nastepujgco:

P(Y = 1) = 0,05,
P(Y = 2) = 0,40,
P(Y = 3) = 0,55.

Wykres tej funkcji pokazano narys. 1.2.1

o)
0,6

0,5 -
04 4--mmmmmmm-
0,3

0,2

0,1

0

>
>

y

U - mm e e =0

R e it ]

Rys. 1.2. Przyktad funkcji prawdopodobienstwa dyskretnej zmiennej losowej
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Jezeli zbior warto$ci zmiennej losowej jest nieskoficzony i nie mozna podac
postaci analitycznej funkcji prawdopodobienstwa, to wtedy okre$lenie tej funkcji
dwoma podanymi sposobami napotyka pewne trudno$ci. Stosujemy wowczas
postgpowanie polegajace na okresleniu kolejnych par: (yi, p1), ..., (i, Pi)s ..., azZ
do momentu, gdy spetniona jest relacja:

1->p <e (1.32)

w ktorej ¢ oznacza dowolnie mata, dodatnig liczbe rzeczywista.

W przypadku zmiennych losowych cigglych nie mozna okresla¢ funkcji
prawdopodobienstwa ze wzgledu na nieprzeliczalno$¢ zbioréw wartosci tych
zmiennych. Dowodzi si¢, ze prawdopodobienstwo zdarzenia losowego polegaja-
cego na tym, ze ciagla zmienna losowa Y przyjmie warto$¢ rdwng konkretnej
liczbie rzeczywistej vy, jest zawsze réwne zeru:

P(Y =Yo) =0. (1.33)

Twierdzenie to ma oczywistg interpretacje intuicyjna. W kazdym, dowolnie
waskim przedziale na osi liczb rzeczywistych, znajduje si¢ nieskonczenie wiele
tych liczb. Pytajac zatem o prawdopodobienstwo pojawienia sie jednej, konkret-
nej liczby rzeczywistej, pytamy o prawdopodobienstwo wystgpienia jednej spo-
$rod nieskonczenie wielu warto$ci. Wobec powyzszego, w przypadku zmiennych
losowych ciaglych, zamiast funkcji prawdopodobienstwa okreslamy funkcje
gestosci prawdopodobienstwa f(y), ktorg definiujemy nastgpujgco:

P(y<Y <y+Ay)

f(y)= lim 1.34
(y) = lim Ay (1.34)
przy czym
b
[ fnay=1 (1.35)
a
gdzie:
a i b — kres dolny i kres gorny przedziatu zmiennos$ci zmiennej losowej Y,

f(y) > 0.

1.3.2.2. Dystrybuanta

Dystrybuanta zmiennej losowej definiowana jest w sposob nastepujacy:

Fv(x) =P(Y<x), xeR. (1.36)
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Wartos$ciami dystrybuanty sa wigc prawdopodobienistwa zdarzen losowych po-
legajacych na tym, ze zmienna losowa Y przybierze warto$¢ mniejsza niz liczba
rzeczywista x.

W przypadku zmiennych losowych dyskretnych stosujemy niekiedy zmody-
fikowang definicj¢ dystrybuanty, a mianowicie:

Fv(x) =P(Y <x), xeR. (1.37)

Jezeli nie ma watpliwosci, jakiej zmiennej losowej dotyczy dystrybuanta, to
wowczas w jej symbolu pomijamy indeks oznaczajacy t¢ zmienna, piszac po
prostu F(x), zamiast Fy(x) czy Fz(x).

Miegdzy dystrybuanta a funkcja prawdopodobienstwa i funkcjg gestosci
prawdopodobienstwa zachodza nast¢pujace zwigzki:

F(X) =Y pi, (1.38)
Yisx
F(x) = j f (y)dy. (1.39)

Ze wzoru (1.39) wynika bezposrednio, Ze:

fy (X) = Fy (%), (1.40)

F,(x) = AIXiTO P(x <YA<Xx + AX) _ AIXiTO F(x+ AAX))( -F(x) . (1.41)
Dystrybuanta dowolnej zmiennej losowej ma nastgpujace wlasnosci:

1. 0<F(x) <1, dlawszystkich x; (1.42)

2. Jesli xp > Xg, to F(Xo) = F(xy); (1.43)

3. lim F(x)=F(-=)=0; (1.44)

4. lim F(x) = F(+o0) =1 (1.45)
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Przyklad 1.3

Na podstawie funkcji prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, okre§lonej
w przyktadzie 1.2, mozna wyznaczy¢ dystrybuante tej zmiennej losowe;.
Stosujac definicj¢ wyrazong wzorem (1.36), otrzymujemy:

0 dlax<1,

F(x) = 0,05 dlal<x<?,
0,45 dla2<x<3,
1 dlax> 3.

Wykres tej dystrybuanty przedstawiono narys. 1.3.1

A
F(x)
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[ Y g
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Rys. 1.3. Przyktad dystrybuanty zmiennej losowej

1.3.3. Parametry jednowymiarowej zmiennej losowej

Podstawowymi parametrami jednowymiarowej zmiennej losowej sa:
— warto$¢ oczekiwana (warto$¢ przeci¢tna, nadzieja matematyczna),
— wariancja i odchylenie standardowe.
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Wartos¢ oczekiwana dyskretnej zmiennej losowej definiowana jest nastepu-
jaco:

E(M) =2 i (1.46)

W przypadku zmiennej losowej ciagtej funkcje prawdopodobienstwa nalezy
zastapi¢ funkcja gestosci prawdopodobienstwa, a zabieg sumowania nalezy za-
stagpi¢ calkowaniem. Mamy wigc:

E(Y)= [y- f(y)dy. (L47)

Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej dyskretnej i cigglej istnieje tylko wtedy,
gdy szereg lub zastgpiona przez znak sumy calka sg bezwzglednie zbiezne.
W przeciwnym wypadku warto$é oczekiwana zmiennej losowej Y nie istnieje®.

Wariancja zmiennej losowej Y jest wartoscia oczekiwang nastgpujacej
zmiennej losowej:

[Y-E(Y)] (1.48)
Analogicznie jak wyzej, rozrozniamy dwa przypadki, w zaleznosci od tego,

czy zmienna losowa jest dyskretna, czy tez ciagta. W przypadku zmiennej loso-
wej dyskretnej mamy:

D?(Y) = E[Y - E(I* = 3 pily: —EMI*. (1.49)

Przy obliczaniu wariancji wygodnie jest postuzy¢ si¢ wzorem:

DY) =E(Y 3 - [EM)]~ (1.50)

® Przyktadem zmiennej losowej, ktora nie ma wartosci oczekiwanej, jest zmienna o rozkladzie
Cauchy’ego, okreslonym gestoscia prawdopodobienstwa:

1 A
=

gdzie: a — dowolna liczba rzeczywista, 1 > 0, x € R.
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Jezeli natomiast zmienna losowa jest ciagla, to wtedy:

~+00

D?(Y)=E[Y —E(YV)]* = '[ f(Y)Ly - E(V)’dy. (1.51)

—00

Odchylenie standardowe zmiennej losowej, niezaleznie od tego, czy jest to
zmienna losowa dyskretna, czy tez ciagla, jest dodatnim pierwiastkiem kwadra-
towym z wariancji:

D(Y) =+/D2(Y). (1.52)
Przyklad 1.4
Majac funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y, wyznaczong
w przyktadzie 1.2, mozna obliczy¢é warto$¢ oczekiwang tej zmiennej. Na pod-
stawie wzoru (1.46) mamy:
E(Y)=1-0,06+2-0,40+3-0,55=25.
W celu obliczenia wariancji tej zmiennej losowej nalezy zastosowac wzor (1.49):
D2(Y) = 0,05(1-2,5)? + 0,40(2-2,5)* + 0,55(3-2,5)* =
=0,1125 + 0,1000 + 0,1375 = 0,3500.

Wartos¢ odchylenia standardowego wynika z nastepujacego rachunku:

D(Y) =+/0,3500 ~ 0,59. m

Niektore twierdzenia dotyczgce parametrow zmiennej losowe;j:

1. Jezeli A jest wielko$cig stala, to wowczas jej warto$¢ oczekiwana rowna
si¢ tej stalej, tj. E(A) = A.

2. Warto$¢ oczekiwana sumy dowolnej, skonczonej liczby zmiennych loso-
wych réwna si¢ sumie wartosci oczekiwanych tych zmiennych:

E(ZXJ:ZE(XJ. (1.53)
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3. Warto$¢ oczekiwana iloczynu dowolnej, skonczonej liczby wzajemnie
niezaleznych zmiennych losowych rowna si¢ iloczynowi ich warto$ci oczekiwa-
nych:

E(ﬁxj):ﬁE(Xi). (1.54)
i=1 i=1

4. Jezeli A jest wielkoscig statg, to wtedy jej wariancja rowna si¢ zero, tj.
D?(A) = 0.

5. Wariancja sumy dowolnej, skonczonej liczby niezaleznych zmiennych
losowych rowna sie sumie wariancji tych zmiennych:

Dz(zn:xi)zzn:Dz(xi). (1.55)

i=1 i=l

1.4. Wybrane rozklady jednowymiarowych zmiennych losowych

1.4.1. Rozklady dyskretnych zmiennych losowych

1.4.1.1. Rozklad dwupunktowy

Zmienna losowa X ma rozktad dwupunktowy, jezeli przyjmuje tylko dwie
warto$ci X 1 Xz, Z nastepujacymi prawdopodobienstwami:

PX=x)=p, PX=xp)=q, przyczym p+qg=1. (1.56)

Szczegdlnym przypadkiem takiego rozktadu jest rozklad dwupunktowy
zmiennej zero-jedynkowej. Mamy wtedy:

PX=1)=p, PX=0)=1-p=q. (1.57)

Wartos¢ oczekiwana i wariancja wynoszg tutaj odpowiednio:
EX)=p-1+q-0=p, (1.58)
D*(X) =p(1-p)*+a(0~-p)* =pg’+qgp’=pa(q+p) =pg.  (1.59)

Dystrybuanta tej zmiennej losowej wyrazona jest nastepujaco:
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0 dla x<0,
FX)=1< g dla 0<x<1, (1.60)
1 dla x> 1.

Wykresy funkcji prawdopodobienstwa (1.57) oraz dystrybuanty (1.60)
pokazano narys. 1.4.

A
px)
I 2 e -
1-p=gq { !
| .
0 1 x
A
Fx)
1+ —_
g o——
: >
0 1 x

Rys. 1.4. Funkcja prawdopodobienfistwa i dystrybuanta zero-jedynkowej
zmiennej losowej
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Zero-jedynkowa zmienna losowa ma jeden parametr, a mianowicie p. Para-
metr ten jednoznacznie okresla szczegdélowa postaé dystrybuanty. Fakt, ze
zmienna losowa X ma dwupunktowy (zero-jedynkowy) rozktad prawdopodo-
bienstwa o parametrze p, bedziemy zapisywaé nastgpujaco: X ~ D(p). Zero-
-jedynkowe zmienne losowe sg szczegdlnie czgsto wykorzystywane w staty-
stycznej kontroli jako$ci. Przyjmuje si¢ wowczas, Ze:

0 — gdy wyroéb spetnia
wymagania jakosciowe
X= (1.61)

1 — gdy wyrdb nie spetnia
wymagan jakosciowych.

W takiej sytuacji prawdopodobienstwo p = P(X = 1) nazywane jest wadliwoscia

strumienia albo partii (zasobu) wyrobu. Jest to jedna z dwdch podstawowych
miar jako$ci wykonania. Drugg miarg jest liczba wad w jednostce produktu.

1.4.1.2. Rozklad dwumianowy

Niech bedzie dana zmienna losowa Z, taka ze:
n
Z=Xy+oh X; ot Xy = DX, (1.62)
i=1
gdzie X; (i =1, 2, ..., n) oznacza zero-jedynkowa zmienng losowa, przy czym:
/i\ E(X;)=p; =p.

Mamy wiec do czynienia z suma zero-jedynkowych zmiennych losowych,
o takich samych rozkladach prawdopodobienstwa. Tak zdefiniowana zmienna
losowa Z moze przyjmowac wartosci: 0, 1, ..., n.

Zmienna losowa Z ma funkcje prawdopodobienstwa okreslong wzorem:

P(Z=1z;n,p)= (:} p‘q"?, (1.63)

gdzie:
g=1-p; 0<p<l z=0,1,..,n

(nj_ n!
z) z2i(n-2)!
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Obliczane prawdopodobienstwa sg sktadnikami rozwini¢cia dwumianu Ne-
wtona (p + q)". Dlatego tez omawiany rozktad nazywany jest rozkladem dwu-
mianowym (binomialnym). Fakt, Ze zmienna losowa Z ma rozktad binomialny o
parametrach n i p, zapisujemy nastgpujaco: Z ~ B (n, p).

Poniewaz (1.63) jest funkcjg prawdopodobienstwa, zatem suma prawdopo-
dobienstw obliczanych wedlug tego wzoru réwna jest jednosci:

> P(z= 2)=Z©pzq“ =(p+q)" =1

Dystrybuanta zmiennej losowej Z ma postac:

0 dla x<0,

Fy(X) = Z@pzq“ dla 0<x<n, (1.64)
Z<X
1 dla x>n.

Wykresy funkcji prawdopodobienstwa oraz dystrybuanty zmiennej losowej Z
przedstawiono na rys. 1.5. Zmienna losowa Z ma warto$¢ oczekiwang

E(Z)=np (1.65)
oraz wariancje
D?(Z) = npq. (1.66)
Obydwa wzory wynikaja bezposrednio z faktu, ze zmienna losowa Z ma postac
(1.62). Wykorzystujac wzor (1.53) mamy:
n
E(Z) =E(Xy) + ... + E(X) + ... + E(X;) = D E(X) = np.
i=l
Na mocy zalezno$ci (1.55) mamy natomiast:

D2(Z) = D?*(Xy) + ... + D3(X)) + ... + D¥(X,) = i D 2(X;) = npq.
i=1



n=3
p=0,125 p=0,25 p=05
P (Z=x) P (Z<x) P(Z=x) P(Z<x) P (Z=x) P (Z<x)
x<0 0 0 0 0 0 0
x=0 0,6699 0 0,4219 0 0,1250 0
0<x<1 0 0,6699 0 0,4219 0 0,1250
x=1 0,2871 0,6699 0,4219 0,4219 0,3750 0,1250
1<x<2 0 0,9570 0 0,8438 0 0,5000
X=2 0,0410 0,9570 0,1406 0,8438 0,3750 0,5000
2<x<3 0 0,9980 0 0,9844 0 0,8750
x=3 0,0020 0,9980 0,0156 0,9844 0,1250 0,8750
X>3 0 1 0 1 0 1
A P= 0,125 . p»=025 A p=05
P(Z=x) 0
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Rys. 1.5. Funkcja prawdopodobienstwa i dystrybuanta zmiennej
losowej o rozktadzie dwumianowym
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Dwumianowy rozktad prawdopodobienstwa ma rowniez zmienna losowa:

xi

X, Xi X, ; YA

W=—+._.+—"+. . 4—"="0—=— (1.67)
n n n n n

o wartosciach: 1/n, ..., z/n, ..., 1.

Realizacje tej zmiennej losowej sg frakcjami jedynek w n-elementowych cia-
gach zer i jedynek, generowanych przy statym prawdopodobienstwie p = P(X = 1).
Funkcja prawdopodobienstwa i dystrybuanta zmiennej losowej W majg postac
(1.63), (1.64). Jesli warto$ci p i n sg ustalone, to P(Z = z; n,p) = P(W = z/n; n,p).

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej W wynika z odpowiedniego prze-
ksztatcenia wzoru (1.65). Mamy mianowicie:

E(W) = E(Z) %: D. (1.68)

Przeksztatcajac wyrazenie (1.66) otrzymujemy wzor na wariancj¢ zmiennej 10S0-
wej W:

D*(Z) n
D2(W) ==&, ( ) _OH_H (1.69)
n? n n
Fakt, ze zmienna losowa W ma rozktad dwumianowy o parametrach p i n, zapi-

sujemy nastepujgco: W ~ B(n, p).

Przyklad 1.5

Z partii towaru, o ktorej wiadomo, ze zawiera 2% sztuk wadliwych, pobrano
do badania n = 5 sztuk, stosujgc przy tym losowanie niezalezne. Jakie jest praw-
dopodobienstwo tego, ze wsrdd badanych sztuk towaru znajdzie si¢ jedna wa-
dliwa? Mozna tez sformutowaé inne — rownowazne — pytanie. Jakie jest praw-
dopodobienstwo tego, ze frakcja sztuk wadliwych wyniesie 1/5?

P(Zz=1;p=0,02;n=5)=P(W=1/5;p=0,02;,n=5) =

5 4 S! 4 4
= 1 -0,02-0,98 =m-0,02-0,98 =5-0,02-0,98" =0,092. m
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1.4.1.3. Rozklad Poissona

Zmienna losowa Z ma rozklad Poissona’, jesli moze przyjmowaé wartosci
wyrazajace si¢ liczbami catkowitymi nieujemnymi (z = 0, 1, 2, ...), z prawdopo-
dobienstwami:

z

P(Z=1z4) =%e‘l, (1.70)

gdzie A = np jest parametrem tego rozktadu.

Rozktad Poissona jest rozkladem granicznym dla rozktadu dwumianowego.
Jesli n rosnie nieograniczenie, a P zmienia si¢ wraz z N w ten sposob, ze iloczyn
np jest staty, to dla kazdego z zachodzi zbiezno$¢ rozktadu dwumianowego do
rozktadu Poissona. Wzor (1.70) mozna otrzymac¢ ze wzoru (1.63), dokonujac
podstawienia np = A i nastepnie przechodzac do granicy:

Pl=znp) = (:) Pra” - z!(nni z)!(%jz(l_%) - -
:A_Z.n(n—l)...(n—z+1)'(1_ﬁn:
B
| N
S S [ D O ) DL E
z! (1 n)(l nj (1 n j (1_92
Mamy wigc:

n z
Iim( jpzq”‘Z ey
n—w\ 7 z!

" Siméon Denis Poisson (1781-1840), francuski matematyk i fizyk.
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Poniewaz (1.70) jest funkcjg prawdopodobienstwa, zatem suma wszystkich
prawdopodobienstw obliczanych wedlug tego wzoru rowna jest jedno$ci. Mamy
mianowicie:

© a7
|

) AO /11
D> P(Z=z72) =e‘Z—=ei(—+—+...j —e .ot =1
< 71 o 1

Dystrybuanta zmiennej losowej Z o rozktadzie Poissona przedstawia si¢ na-
stepujaco:

0 dla x<0,
Fy(x) = : (1.71)
‘ ¢ diax>o,

Z<X

Narys. 1.6 i 1.7 przedstawiono funkcje prawdopodobienstwa i dystrybuantg
zmiennej losowej Poissona dla dwoch wybranych wartosci A.
W przypadku zmiennej losowej Z o rozktadzie Poissona mamy:

E(Z)=D%2) = A (1.72)

Fakt, ze zmienna losowa Z ma rozktad Poissona o parametrze A, b¢dziemy zapi-
sywacé nastepujaco: Z ~ P(A).

Rozktad Poissona jest czesto nazywany rozktadem zdarzen rzadkich. Jest on
wykorzystywany w statystycznej kontroli jako$ci, szczegblnie wowczas, gdy
kontroli podlega liczba wad w jednostce produktu. Rozklad Poissona wykorzy-
stywany jest nie tylko wowczas, gdy jest on merytorycznie uzasadniony, ale
rowniez jako przyblizenie rozktadu dwumianowego. Przyjmuje si¢ zwykle, ze
przyblizenie to jest wystarczajgco dobre, gdy n > 20 i jednoczes$nie p < 0,2.

Przyklad 1.6

Z partii pewnego produktu, o wadliwosci p = 0,05 (5%), pobrano do badania
n = 40 sztuk. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wsrod badanych sztuk
znajdziemy co najwyzej jedna wadliwg?

Doktadna warto$¢ tego prawdopodobienstwa mozna wyznaczy¢ z rozkladu
dwumianowego. Mamy mianowicie:



A=05
P(Z=%) P(Z<x)
x<0 0 0
x=0 0,6065 0
0<x<l1 0 0,6065
x=1 0,3033 0,6065
1<x<2 0 0,9098
x=2 0,0758 0,9098
2<x<3 0 0,9856
x=3 0,0126 0,9856
3<x<4 0 0,9982
x=4 0,0016 0,9982
\ x>4 [0,9998; 1]
P(Z=x)
0,7
0,6 )
054 |
0,4 E
034 | o
024 | |
| 1
014 & i
o0
1 7 T T T 1 [\]_>
01 2 3 4 5 6 7 8 x
\
P(Z<x)
1,04 o—eo---
09{ o
0,8
0,7
0,6 o—e
0,5
0,4
03-
02
0,1-
0l T T T T T T T T r\j—>
01 2 3 456 7 89 x

Rys. 1.6. Funkcja prawdopodobienstwa i dystrybuanta zmienne;j

losowej o rozktadzie Poissona (4 =0,5)
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=02
P(Z=%x) P(Z<x)
x<0 0 0
x=0 0,1353 0
0<x<1 0 0,1353
x=1 0,2707 0,1353
1<x<2 0 0,4060
x=2 0,2707 0,4060
2<x<3 0 0,6767
x=3 0,1804 0,6767
3<x<4 0 0,8571
x=4 0,0902 0,8571
o 4<x<5 0 0,9473
P(Z=1x) x=5 0,0361 0,9473
0,7 5<x<6 0 0,9834
x=6 0,0120 0,9834
0,6 6<x<7 0 0,9954
0,5- x=7 0,0034 0,9954
S )
04 x>7 [0,9988; 1)
0,3-
¢ 9
21 e
014 ¢ & o
L e
N B B S R S m— — [\]_>
01 2 3 456 7 89 x
A
P(Z<x)
1,0 o—e---
0,9 - —
0,8 - o
0,7
*—e
0,6 -
0,5 -
0,4 - —
0,3 -
0,2-
*—=s
0,1-
0

(=]
—_
N
w -
g
[
o
3 -
[
O -

N—>

X

Rys. 1.7. Funkcja prawdopodobienstwa i dystrybuanta
zmiennej losowej o rozktadzie Poissona (A = 2)
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F,(1)=P@Z<1)=P(Z=0)+P(Z=1)=
40 40
= ( 0 jo,os0 .0,9540 +( | Jo,os1 .0,95% =

=0,1285+40-0,05-0,1353 =0,1285 + 0,2706 = 0,3991.

Mozna réwniez dokona¢ przyblizenia za pomocg rozktadu Poissona, albowiem
n>20ip<0,2. Obliczenia przebiegaja nastepujgco:

A=np=40-0,05=2.

F,(1)=P(Z<1)=P(Z=0)+P(Z=1)=

0 1
= Z—e*2 +2—er2 =3-e72 =0,4060.
o! 1!

Btad bezwzgledny uzyskanego przyblizenia wynosi 0,4060 — 0,3991 = 0,0069.
Obliczenia z wykorzystaniem rozktadu Poissona sg znacznie mniej pracochton-
ne, niz obliczenia oparte na rozktadzie dwumianowym.Hl

1.4.1.4. Rozklad hipergeometryczny

Rozwazmy nastepujace doswiadczenie losowe:

— niech X oznacza zero-jedynkowa zmienng losowa,

— urna zawiera N kul, z ktérych M nalezy do kategorii X = 1, natomiast po-
zostate (czyli N — M) do kategorii X =0,

— z urny losujemy kolejno bez zwracania n kul,

— obserwujemy sumg:

n

7= Z X; ,
i=1
gdzie x; oznacza realizacje zero-jedynkowej zmiennej losowej X w i-tej kuli.

Otrzymane w taki sposob wartosci z sa realizacjami zmiennej losowej Z 0 hi-
pergeometrycznym rozktadzie prawdopodobienstwa.
Funkcja prawdopodobienstwa tej zmiennej ma postac:
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)

P(Z=z;N,M,n)=T, (1.73)
Y
gdziez=0,1,2,.., 2, przyczymz’ =n,gdy n <M, lub 2 =M, gdy n > M.
Poniewaz p = M/N, wz6r (1.73) mozna réwniez zapisa¢ nastepujgco:
(Vs
P(Z=12;N, p,n) IS (1.73a)

o
n
Suma prawdopodobienstw obliczanych wedtug tych wzorow réwna jest jednosci:
(T

z n—z _
0

n

)R- )

= > = =1
n/ =\ z/\n-12 n n

Dystrybuanta zmiennej losowej Z przedstawia si¢ nastepujaco:

SP(Z=17)=

n

0 dla x<0,
L)
Fy(X) = Z% dla 0<x<7, (1.74)
o)
1 dla x>7z".

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Z ~ H(N, M, n) — czyli zmiennej losowej
o rozktadzie hipergeometrycznym z parametrami N, M, n — ma postac:

E(Z):%:np, (1.75)
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gdzie p jest prawdopodobienstwem zdarzenia losowego X = 1 podczas pierw-
szego sposrod n losowan. W kolejnych losowaniach warto$¢ p sie zmienia. Jest
ona zalezna od wynikéw poprzednich losowan.

Wariancja zmiennej losowej Z ~ H(N, M, n) przedstawia si¢ nastepujaco:

N -n n‘M‘M—N_N—n

D?(Z) = : =
N-1 N N N -1

npq. (1.76)

Rozktad hipergeometryczny moze by¢ aproksymowany za pomocg rozktadu
dwumianowego. Przyblizenie to jest tym lepsze, im mniejsza jest wartos¢ ilora-
zu n/N.

Przyklad 1.7
Partia pewnego towaru sktada si¢ z N = 50 sztuk, wsrdd ktorych znajduje si¢

M = 5 sztuk wadliwych. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wsrod pobra-
nych do badania n = 3 sztuk znajdzie si¢ jedna wadliwa?

(ﬂ(4ﬂ 51 45!
U\2) 1141 21431 5!4513147!

PEZ=0=—"o =" 501 " TLi4121431501
3 31471
_8:544:45 o0 g
484950

1.4.2. Rozklady ciaglych zmiennych losowych

1.4.2.1. Rozklad jednostajny

Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny (rownomierny, prostokatny)
w przedziale [a, b], jesli jej funkcja gestosci prawdopodobienstwa okreslona jest
wzorem:

0 dla x<a,

f(x) = . dla a<x<hb, a.77)
b-a
0 dla x>b.
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Wykres tej funkcji pokazano na rys. 1.8A. Z rysunku tego wynika bezpo-
srednio posta¢ funkcji gestosci. Zgodnie ze wzorem (1.35) pole prostokata na
rys. 1.8 A rowne jest jednosci. Mamy wigc:

f(x)-(b-a)=1,
a stad
1

b—a’

f(x) =

Dystrybuanta zmiennej losowej dana jest wzorem:

0 dla x<a,
Fo=4 222 dla a<x<b, (1.78)
—a
1 dla x>bh.

Wykres tej funkcji pokazano narys. 1.8 B.

x| A
,% . —
-4 i i
0 a b x
F(x) B
1 -
i
i
!
0 a b x

Rys. 1.8. Funkcja gestos$ci prawdopodobienstwa i dystrybuanta
zmiennej losowej o rozktadzie jednostajnym
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Wartos¢ oczekiwang 1 wariancje zmiennej losowej wyznacza si¢ nastgpujgco:

1 1 ° b—a? a+b
E(X):J;x-b_adx:b_a.a[xdx:Z(b_a): - (1.79)

b 2

20y — 2 2 _fy2. L o (b+a)” _

D2(X)=E(X)2? -[E(X)] _ix b_adx =
(1.80)

1 j’-xzdx_(b+a)2_b3—a3_(b+a)2_(b—a)z
b-a; 4 3(b—a) 4 12

Parametrami rozktadu jednostajnego sg konce przedziatu, na ktérym ten rozktad
jest rozpiety, czyli wartosci a i b. Fakt, ze zmienna losowa X ma rozktad jedno-
stajny na przedziale [a, b], bedziemy zapisywac nastepujaco: X ~ R(a, b).

1.4.2.2. Rozklad normalny

Zmienna losowa X ma rozktad normalny®, jesli jej funkcja gestosci prawdo-
podobienstwa ma postac:

1 C1(x-u)
f(x)_o_mexp{ 2( - ) } (1.81)

przy czym x € R, u € R, natomiast o € R*. Parametrami rozktadu normalnego
sa ¢ 1 o. Fakt, ze zmienna losowa X ma rozktad normalny o parametrach u i o,
bedziemy zapisywac nastepujaco: X ~ N (g, o). Zachodza przy tym nastepujace
zaleznoSci:

E(X) = 4, (1.82)
D %X) = o2 (1.83)

Parametry xi o sa niezalezne. Parametr z okresla potozenie funkcji (1.81) na osi
liczb rzeczywistych w tym sensie, ze funkcja ta osigga maksimum w punkcie X =
= u. Parametr o okresla ksztatt , krzywej dzwonowej”, bedacej wykresem funk-

8 Podstawy teoretyczne rozkladu normalnego sa dzielem A. de Moivre’a (1667-1754),
P.S. de Laplace’a (1749-1827) i C.F. Gaussa (1777-1855).
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cji (1.81). Im wigksza jest warto$¢ o, tym bardziej sptaszczona jest owa krzywa.
Na rys. 1.9 przedstawiono wykresy funkcji (1.81) dla dwoch réznych wartosci o

4

S

i x

Rys. 1.9. Funkcje gestosci prawdopodobienstwa dwoch
normalnych zmiennych losowych

Dystrybuanta zmiennej losowej X ~ N(, o) okreslona jest wzorem:

! Texp —l(x_“f dx. (1.84)
ovV2m °, 2\ o

Rys. 1.10 ilustruje podstawowe wiasnosci funkcji gestosci prawdopodobien-
stwa oraz dystrybuanty zmiennej losowej X ~ N(x, o), a takze powiazania mig-
dzy tymi charakterystykami rozktadu.

Na uwage zastugujag w szczego6lnosci nastepujgce wlasnosci rozktadu nor-
malnego:

F(x)=P(X <x)=

P(u—- o< X< u+ o) =0,6826, (1.85)
P(u-20< X< u+20)=0,9545, (1.86)
P(u-30<X<u+30)=0,9973. (1.87)

Wynika stad bezposrednio, Ze:
P(|X - u|> 0) =0,3174, (1.88)
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S0
Krzywa gestosci
95,?15%
= |
99,|73%
T T T T >
0 u-3c p-20 p-o n p+o p+2c p+3c x
F(x)100 1 —
84,1%
< > Dystrybuanta
/
50,0%
i
1
i
15,9% i
0 [ x

Rys. 1.10. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuanta normalne;j
zmiennej losowej

P(| X - 1| > 20) = 0,0455, (1.89)
P(| X - 1| > 30) =0,0027. (1.90)

Relacje wyrazone wzorami (1.87) i (1.90) okreslane sg niekiedy jako tzw.
reguta trzech sigm. Reguta ta wyraza jedna z podstawowych wiasnosci rozktadu
normalnego, polegajacego na tym, ze niemal wszystkie mozliwe realizacje
zmiennej losowej X ~ N(, o) naleza do przedziatu (¢ — 30, 1 + 306), mimo ze
dziedzing funkcji (1.81) jest caly zbior liczb rzeczywistych R.
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Zarowno w rozwazaniach teoretycznych, jak i w zastosowaniach podstawo-
wa role odgrywa tzw. standaryzowana (albo znormalizowana lub unormowana)
normalna zmienna losowa:

X —E(X
L X—E(X)

500 (1.91)

o warto$ciach

u=2X"# (1.92)

Dokonujac standaryzacji, transformujemy dowolng zmienng losowa X ~ N(x, o)
do postaci U ~ N (0; 1). Tak wiec:

E(U)=0, (1.93)
D3U) = 1. (1.94)
Funkcja gestos$ci prawdopodobienstwa zmiennej losowej U ma postac:
1 u’
U)=——exp| —|. (1.95)
¢(u) N ( 5 ]

przy czymu € R.

Dystrybuanta zmiennej losowej U przedstawia si¢ nastepujgco:

D(u) =% [ exp (—“7] du. (1.96)

0

W zbiorach tablic statystycznych, a takze w podrecznikach statystyki, publiko-
wane sg tablice wartosci tej catki; zwykle w przedziale od u = -3 do u = 3. Dys-
ponujac takimi tablicami nie musimy oblicza¢ wartosci catki (1.84) przy rozwia-
zywaniu problemoéw rachunkowych zwigzanych z rozkltadem normalnym,
albowiem dla kazdego x € R zachodzi réwnos¢:

F(x) =cp(x;“) — d(u). (1.97)

Poniewaz funkcja gestoSci prawdopodobienstwa ¢(u) jest funkcja parzysta
[ (u) = ¢ (-u)], zatem dla celéw aplikacyjnych dystrybuanta ®(u) moze by¢
zastapiona funkcjg Laplace’a postaci:
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u 2
0 =ﬁ [exp (—u?Jdu . (1.98)
0

Graficzng ilustracjg catki (1.98) jest rys. 1.11, natomiast jej wartosci dla
0 <u < 3,09 zestawione sg w tablicy I, zamieszczonej w aneksie.

A o

B (up)

>
>

0 Uy u

Rys. 1.11. Geometryczna interpretacja catki Laplace’a

Miegdzy dystrybuantg ®(u) a funkcjg ®(u) zachodzg nastepujace zwiazki:
— jesli warto$¢ U obliczona wedlug wzoru (1.92) jest dodatnia (a wigc jesli
X > ), to:

d(u) = 0,5 + O(U), (1.99)

— jesli natomiast warto$¢ U otrzymana ze wzoru (1.92) jest ujemna (a wigc
jesli x < u), to:

d(u) = 0,5 - O(- u). (1.100)

W przypadku gdy u = 0, a wiec gdy X = 1, mamy ®(0) = 0,5, bowiem — zgodnie
ze wzorem (1.98) — ©(0) = 0.

Majac do dyspozycji tablice wartosci catki ®(u) oraz wzory (1.97), (1.99)
i (1.100), mozna rozwigza¢ podstawowe zadania zwigzane z rozktadem normal-
nym. Ponizej rozwazymy trzy problemy, najczes$cie] wystepujace w zastosowa-
niach. Graficzng ilustracjg tych rozwazan jest rys. 1.12.
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o) B IR0

u 0 x

%o

C ' o)

P(x) <X <xy)

Rys. 1.12. Obliczanie prawdopodobienstw w rozktadzie normalnym
(interpretacja geometryczna)

A. Prawdopodobienstwo zdarzenia losowego A, polegajacego na tym, ze
zmienna losowa X ~ N(x, o) przyjmie warto$¢ mniejszg niz Xo. Wykorzystujac
definicj¢ dystrybuanty oraz zaleznos¢ (1.97) mozemy napisac:

P(A) = P(X < xp) = F(Xo) = cb(x—“‘j o). (L101)
O

Jesli ug > 0, to w dalszym postgpowaniu nalezy zastosowac¢ wzor (1.99), jesli
natomiast Ug < 0, to wlasciwy jest wzor (1.100). W przypadku gdy u, = 0, mamy
P(A) =0,5.

B. Prawdopodobienstwo zdarzenia losowego B, polegajacego na tym, ze
zmienna losowa X ~ N (, o) przyjmie warto$¢ wigksza niz Xo:
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P(B) = P(X > X,) =1— F(X,) =1—cp(x0—_”j —1-d(u,). (1.102)
O

Dalsze obliczenia przebiegaja analogicznie jak powyzej.
C. Prawdopodobienstwo zdarzenia losowego C, polegajacego na tym, ze
zmienna losowa X ~ N(x, o) przyjmie warto$¢ z przedziahu (Xy, X,):

P(C) =P(x < X< %) = F(x;) - F(x:) =

= @( X2 _”J—qb(xlc_“j:@(uz)—@(ul).

(1.103)

9

W dalszych obliczeniach wykorzystuje si¢ — analogicznie jak poprzednio — wzo-
ry (1.101), (1.102), w zaleznosci od znakow wartosci Uy i Up.

W przedstawionym ponizej przyktadzie rozwazmy nieco bardziej ztozony
problem.

Przyklad 1.8

Pewien sypki produkt spozywczy paczkowany jest automatycznie w postaci
opakowan jednostkowych o nominalnej masie netto /o = 1 Kg. Rzeczywista za-
warto$¢ produktu w opakowaniach jednostkowych jest zmienng losowg X ~
N(z; 0,05), gdzie 1 jest wartoscig zadawang przez operatora urzadzenia pacz-
kujacego. Z wlasnos$ci rozktadu normalnego wynika, ze jesli g = wp, t0 68,26%
wszystkich opakowan miesci sie — ze wzgledu na mase netto — w przedziale
(0,95; 1,05), 95,45% miesci si¢ w przedziale (0,90; 1,10), natomiast 99,73%
miesci si¢ w przedziale (0,85; 1,15); zob. wzory (1.85)—(1.87). Na jakim pozio-
mie nalezy ustali¢ u, aby tylko 5% opakowan zawierato mniej niz 1 kg paczko-
wanego produktu?

Zadamy wiec, by P(X < 1) = 0,05. Wykorzystujac poznane zalezno$ci mo-
zemy napisac:

F() =q>(1_“fj —~ 0,05,
0,05

Poniewaz g > 1, mamy wigc:

1- 1-
F(1)=c1>[ ”fj=0,05:0,5—®(— “fj.
0,05 0,05
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Wynika stad, ze:

0,05=05— @(—ﬂj ,
0,05
@(_ 1 - /’lr
0.05

Na podstawie tablicy I, zamieszczonej w aneksie, mamy ©(1,645) = 0,45,
a stad:

e eas
0,05
i w konsekwencji
L~ 1,0823.

Tak wigc je$li 14 ~ 1,0823, to w duzych partiach produktu (liczacych co
najmniej kilka tysiecy sztuk) tylko 5% opakowan bedzie zawieraé mniej niz 1 kg
produktu.m

1.4.2.3. Rozklad wykladniczy

Zmienna losowa T podlega wyktadniczemu rozktadowi prawdopodobien-
stwa, jesli jej gestos¢ prawdopodobienstwa wyraza si¢ wzorem:

|0 dla t<0,
f(t)_{ de M dla t>0. (1.104)

Parametr A jest powiazany z warto$cig oczekiwang i wariancja zmiennej loso-
wej T, nastepujacymi zaleznos$ciami:
E(T)=4" (1.105)
D¥T) =12 (1.106)

Wynika stad bezposrednio, ze dla dowolnej wartosci A wspotczynnik zmienno-
$ci zmiennej losowej T rowny jest jednosci. Mamy bowiem:

vy EM_ A :—\//1—2:1. (1.107)
DT) 2 A
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Dystrybuanta zmiennej losowej T wyraza si¢ wzorem:

0 dla t<0
F )= ! .
® { 1-e™ dla t>0. (1.108)

Na rys. 1.13 pokazano wykresy funkcji gestosci prawdopodobienstwa i dys-
trybuanty dla dwoch wybranych wartosci A.

Jednym z podstawowych zastosowan rozktadu wyktadniczego jest ocena
niezawodnosci réznego rodzaju obiektéw technicznych. Funkcja niezawodnosci
R(t) wyraza prawdopodobienstwo zdarzenia losowego polegajacego na tym, ze
czas poprawnej pracy obiektu T nie bedzie krotszy niz pewna wyrdzniona war-
tos¢. Mamy wigc:

R(t) =P(T>1t). (1.109)
Jak tatwo zauwazy¢:
Rt)=1-P(T<t)=1-F(t), (1.110)

albowiem zdarzenia losowe T > ti T < t tworza zupelny uktad zdarzen.
Jesli zmienna losowa T ma wykladniczy rozktad prawdopodobiefistwa, to
wowczas:

R)=1-(1-e™=e™ (1.112)

W teorii niezawodnosci czgsto stosuje si¢ dwuparametrowy rozktad wyktad-
niczy, nazywany tez rozktadem wyktadniczym z progiem czutosci, albo z prze-
sunigciem.

Gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej T 0 dwuparametrowym,
wyktadniczym rozkladzie prawdopodobienstwa wyraza si¢ wzorem:

0 dla t<t
f(t) = o 1.112
® { re—Mt-t) dla t>t,. ( )

Parametr t, jest takg warto$cig na osi czasu pracy obiektu T, dla ktérej:

P(T<t)=0. (1.113)



1=05

t 0 0,5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f(t) | 0,500 | 0,389 | 0,303 | 0,184 | 0,112 | 0,068 | 0,041 | 0,025 | 0,015 | 0,009 | 0,006 | 0,003
F(t) 0 0,221 | 0,393 | 0,632 | 0,777 | 0,865 | 0,918 | 0,950 | 0,970 | 0,982 | 0,989 [ 0,993
A=2

t 0 01 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 14 1,6 18 2 3
f@ | 2 |1637(1,341]0,899 | 0,602 | 0,404 | 0,271 | 0,181 | 0,122 | 0,082 | 0,055 | 0,037 | 0,005
F@® | 0 0,181 (0,330 | 0,551 | 0,699 | 0,798 | 0,865 | 0,908 | 0,939 | 0,959 | 0,973 | 0,982 | 0,998

A
F()

1

T T T T T T T 1
2 3 4 5 6 7 8 9 1011 ¢

>

Rys. 1.13. Funkcje gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuanty
dwoch zmiennych losowych o rozktadzie wyktadniczym
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Graficzng ilustracj¢ przesunigcia rozktadu wyktadniczego przedstawiono na
rys. 1.14. Rozklad ten znajduje zastosowanie wowczas, gdy w czasie pracy
obiektu mozna wyrdzni¢ dwa etapy, a mianowicie:

— etap (0, to], w ktorym badany obiekt jest praktycznie niewrazliwy na dzia-
anie narazen eksploatacyjnych,

— etap (to, t,], w ktorym narazenia eksploatacyjne doprowadzajg do uszko-
dzenia obiektu.

o)

S e

~

0

Rys. 1.14. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej
o rozktadzie wyktadniczym z przesunigciem

Dystrybuanta zmiennej losowej T o dwuparametrowym rozktadzie wyktad-
niczym wyraza si¢ wzorem:

0 dla t< 1o,
F (t) = 1 _ efl(tfto) dla t> to. (1114)

W konsekwencji funkcja niezawodnos$ci przybiera postaé:
1 dla t< 1o,
R(")= { g () dla  t>t. (1.115)

Wynika stad bezposrednio, ze przedziat (0, t;] moze by¢ interpretowany jako
okres gwarancyjny dla obiektu, albowiem w przedziale tym poprawna praca
obiektu jest zdarzeniem praktycznie pewnym.
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Przyklad 1.9

Na podstawie dtugotrwatych obserwacji ustalono, ze przecig¢tny czas Swie-
cenia zarowki pewnego typu wynosi 800 h. Jakie jest prawdopodobienstwo
zdarzenia losowego polegajacego na tym, ze losowo wybrana zaréwka bedzie
$wieci¢ co najmniej 600 h?

Zaktadamy, Zze czas $wiecenia zarowki T jest zmienng losowa o jednopara-
metrowym, wyktadniczym rozktadzie prawdopodobienstwa. Wykorzystujac za-
leznos¢ (1.111) mamy:

R(600) = exp(—ﬁ . 600) =exp (-0,75) = 0,473.

Tak wigc prawdopodobienstwo tego, ze zardwka bedzie §wieci¢ co najmniej
600 h wynosi 0,473.1

1.5. Dwuwymiarowe zmienne losowe

Wykorzystujac przestrzen probabilistyczng (Q2, B, P) mozna okresli¢ uktad
m funkcji postaci (1.28). Uktad taki przyporzadkowuje kazdemu zdarzeniu
losowemu, wyr6znionemu w przestrzeni Q, m liczb rzeczywistych. W rezultacie
Otrzymuje si¢ m-wymiarowg zmienng losowa:

Xty eeny Koy eeey Xim) (1.116)

o wartoSciach w zbiorze R™. Realizacjg takiej zmiennej losowej jest wektor
postaci:

[X1y veey Xry ooy Xl (2.117)

czyli punkt w m-wymiarowej przestrzeni.

Dalsze rozwazania ograniczymy do zmiennych dwuwymiarowych (m = 2).
Zmienne te bedziemy oznacza¢ symbolami (Xy, X5), (X, Y) itp.
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1.5.1. Funkcja prawdopodobienstwa, funkcja gestosSci
prawdopodobienstwa i dystrybuanta dwuwymiarowej
zmiennej losowej

Funkcja prawdopodobienstwa skokowej, dwuwymiarowej zmiennej losowej
(X, Y) wyraza si¢ wzorem:

P(X=x, Y =Yj) = pij (1.118)
i=1,23, ..,
j = 11 2! [RRRRE]

przy czym:

D> py =1 (1.119)
i

Zbior wartosci (X;, Y;) skokowej zmiennej losowej (X, Y) jest skonczony lub
co najwyzej przeliczalny.

W przypadku cigglej zmiennej losowej (X, Y) zbior wartosci jest nieprzeli-
czalny. W konsekwencji, analogicznie jak w przypadku jednowymiarowej
zmiennej losowej, funkcja prawdopodobienstwa powinna by¢ zastgpiona funkcjg
gestosci prawdopodobienstwa:

P(x< X <x+AX, Yy<Y <y+Ay)

f(x,y) = lim 1.120
(x,y) = lim Xy (1.120)
Ay—0
przy czym:
Hf(x,y)dxdy:l, (1.121)
gdzie:
f(x,y)>0.

Podane powyzej wzory (1.118)—(1.121) sag odpowiednikami wzorow (1.30),
(1.31)1(1.34), (1.35), dotyczacych jednowymiarowych zmiennych losowych.

Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y ) definiowana jest
jednym z nastepujacych wzorow:

F(x,y) =P(X<x,Y<y) (1.122)
lub
P(x,y) =P(X<x, Y <y). (1.123)
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Sa one odpowiednikami wzoréw (1.36) i (1.37), dotyczacych jednowymiaro-
wych zmiennych losowych. W przypadku cigglych zmiennych losowych, wobec
nieprzeliczalnosci zbioréw ich wartosci, obydwie konwencje sa rownowazne
w sensie wartosci prawdopodobienstw. Przejscie od konwencji (1.22) do (1.23)
oznacza tylko zmiane charakteru cigglosci dystrybuanty wzgledem kazdego
z argumentow (X, y), z przynajmniej lewostronnej na przynajmniej prawostron-
na. W przypadku dyskretnych zmiennych losowych zmiana konwencji prowadzi
do zmiany warto$ci odpowiednich prawdopodobienstw. Konwencja (1.123) jest
niekiedy wygodniejsza w zastosowaniach.

W odniesieniu do dyskretnych, dwuwymiarowych zmiennych losowych
(X, Y) wzor (1.22) przybiera nastepujaca postac:

Foay)=> > py (1.124)

X <XYj<y

W przypadku ciaggltych zmiennych losowych (X, Y) sumowanie wartosci
funkcji prawdopodobienstwa nalezy zastapi¢ catkowaniem funkcji gestosci praw-
dopodobienstwa:

X Yy
F(x,y) = j j f (x,y)dxdy. (1.125)

—00—00

1.5.2. Rozklady brzegowe i rozklady warunkowe

W tablicy pokazanej na rys. 1.15 przedstawiono rozktad prawdopodobien-
stwa dwuwymiarowej, skokowej zmiennej losowej (X, Y). Sumujac wartosci p;
w poszczegolnych kolumnach tablicy, otrzymujemy wartosci:

Pj=2. Py, (1.126)

bedace prawdopodobienstwami odpowiednich warto$ci zmiennej losowej
Y: Y1, .., Y oo Ym Mamy wigc nastgpujaca funkcje prawdopodobienstwa:

P(Y=y)=pj (1.127)
i=1,2, ..

Analogicznie, sumujac wartosci p;; W kolejnych wierszach tablicy otrzymu-
jemy:
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pi. = Z Pij » (1.128)
i
P(X=x)=pi. (1.129)
Y Rozktad
brzegowy
Y1 Y2 Yj Y X
m
X1 P11 P Pyj Pim Pi.= 'Zl P
J:
m
Xz Pa1 Pa, Py; Pom P2.= 'Zl Paj
j=
X
m
Xi Piy Pi2 Pij Pim Pi.= _Zl Pij
j=
m
Xn Pt Pna Prj Pom Pn.= _Zl Prnj
J:
Rozklad P.1= P.2= Py = Pin= ; pie =
brzegow d L n n
8 Y :Z Pi1 =z Pi2 =Z Pij =Z Pim = p.j=1
i=1 i=1 i=1 i=1 i

Rys. 1.15. Rozktad prawdopodobienstwa dwuwymiarowej,
dyskretnej zmiennej losowej

Wzory (1.127) i (1.129) przedstawiaja funkcje prawdopodobienstwa brze-
gowych rozktadow prawdopodobiefnstwa zmiennych losowych X i Y. Warto$ci
tych funkcji informuja o prawdopodobienstwach zrealizowania si¢ poszczegol-
nych wartosci X; 1 Yj, niezaleznie od tego, z ktora warto$cia drugiej zmiennej ko-
jarzy si¢ X; (albo y;) w konkretnej realizacji dwuwymiarowej zmiennej losowej
(X, Y). Na podstawie podanych w tablicy wartosci p; (Ii=1, 2, ...; =1, 2, ...)
oraz sformutowanych powyzej funkcji prawdopodobienstwa rozktadow brzego-
wych, mozna wyznaczy¢ nastepujgce prawdopodobienstwa warunkowe:
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P(X =xi|Y =yj)=ﬂ, (1.130)
P.j
P(Y=Yj|X=Xi)=ﬂ- (1.131)

Sa to funkcje prawdopodobienstwa warunkowych (albo wzglednych) roz-
ktadéw prawdopodobienstwa zmiennych losowych X i Y. Informuja one o praw-
dopodobienstwie zrealizowania si¢ poszczegdlnych wartosci jednej zmiennej,
przy ustalonych wartoéciach drugiej zmiennej. Mozna przy tym tatwo wykazac,
ze dla kazdego y; suma prawdopodobienstw wyrazonych rownaniem (1.130)
oraz dla kazdego X; suma prawdopodobienstw wyrazonych rownaniem (1.131)
rowna jest jednosci. Mamy bowiem:

Zpij D
ZP(XZXi‘YZyj)Z'p_zp—'le, (1.132)
i -j J

SR =y X =x)=A—=Pig (1.133)

Podane powyzej rozwazania mozna rozszerzy¢ na ciagle, dwuwymiarowe
zmienne losowe (X, Y).

Brzegowe rozktady prawdopodobienstwa zmiennych losowych X i Y posia-
daja nastgpujace gestosci prawdopodobienstwa:

fy (X)= Tf (x,y)dx, (1.134)

+00

fy ()= [ fouy)ay. (1.135)

—00

Zachodza przy tym nastepujace zaleznoS$ci:
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—00 | —00

fo (x) dX:T{Tf (X,Y) dy}dxﬂ, (1.136)

jf (y)dy = f{ff (x,y) dx}dy:l. (1.137)

—00 | —00

Gestos¢ prawdopodobienstwa warunkowych rozktadéw zmiennych loso-
wych X i Y mozna wyrazi¢ nastepujgco:

_ fxy)
f = , 1.138
xly) ) (1.138)
foy) 1.139
fylx = £ 00 (1.139)

przy czym, analogicznie jak w przypadku dyskretnych zmiennych losowych,
zachodza nastepujace zaleznosci:

jf(xly)dX—j ( y) -1, (1.140)
[fiybody= | ff(x(';’)) dy=1 (1.141)
o o Tx

Wykorzystujac okreslenie dystrybuanty dwuwymiarowej zmiennej losowej
oraz dystrybuanty rozktadéw brzegowych zmiennych losowych mozna zdefi-
niowac¢ pojecie niezaleznosci zmiennych losowych X, Y. Zmienne losowe X, Y sa
niezalezne, gdy dla kazdej pary wartosci X, y spelnione jest nastepujace rownanie:

F(x, y) = F1(x) - F2(y), (1.142)

gdzie:
F(x, y) — dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej X, Y,
F1(x), Fa(y) — dystrybuanty rozktadow brzegowych zmiennych X, Y.
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1.5.3. Dwuwymiarowy rozklad normalny

W punkcie 1.4.2 okreslono pojecie funkcji gestosci prawdopodobienstwa
dwuwymiarowych zmiennych losowych. Dla zmiennych tych istniejg rézne po-
staci rozktadow prawdopodobienstwa. Jedng z nich jest dwuwymiarowy rozktad
normalny.

Zmienna losowa (X, Y ) ma dwuwymiarowy rozktad normalny, jezeli funkcja
gestosci prawdopodobienstwa jej dwuwymiarowego rozkladu wyrazona jest
wzorem:

1 [(x-m)?

1
exp{—
27[0)(0'),\/1—,02 {2(1_P2)L oy

f(xy)=

(1.143)

L, i)y =) (=) ]} )< R

2
040y oy

gdzie:
L, by —warto$ci oczekiwane zmiennych losowych X1,
ox oy — ich odchylenia standardowe,
p — warto$¢ wspotczynnika korelacji.

Dwuwymiarowy rozktad normalny N(g, 14, o, oy, p) zalezy wigc od pigciu
parametrow.

Wykres dwuwymiarowego rozktadu normalnego — w przestrzeni tréjwymia-
rowej — przedstawiono na rys. 1.16.

Wspolezynnik korelacji p jest miarg liniowej wspodtzaleznosci miedzy
zmiennymi X iY. Zauwazmy przy tym, ze:

1. Jezeli | p| =1, to funkcja gestosci prawdopodobienstwa nie jest okreslo-
na; mig¢dzy badanymi zmiennymi losowymi zachodzi zalezno$¢ funkcyjna.
Otrzymany rozktad nosi nazwe osobliwego dwuwymiarowego rozktadu normal-
nego.

2. Jezeli p =0, to zmienne losowe (X, Y) nie sg skorelowane. W przypadku
rozktadu normalnego sg one jednoczes$nie niezalezne:

f(x’y)zzmlxay eXp{_%{(x_;le) +(y_;y) ]}z (1.144)

X y
= f,(x)- f,(y),
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gdzie:
f1(x), fay) — brzegowe prawdopodobienstwa zmiennych losowych (X, Y).

Rys. 1.16. Dwuwymiarowy rozktad normalny

Rozklad dwuwymiarowy mozna standaryzowaé. W efekcie tego zabiegu

nowe zmienne losowe spelniaja nastgpujace warunki: s = 0; g4 = 0; ol =1;
2 _ . - . .

y = 1. Zatem funkcja gestosci prawdopodobienstwa w dwuwymiarowym,

standaryzowanym rozkladzie normalnym zalezy tylko od jednego parametru,

tzn. od wartosci wspotczynnika korelacji p.

Jezeli zmienne losowe (X, Y) maja dwuwymiarowy rozktad normalny, to

wowczas rozktady warunkowe tych zmiennych losowych sa rozktadami normal-
nymi:

o
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1
f(y|x)=—ex{ 2—[(y y)-
ayﬁwll—pz (1

(1.145)

—p—(X 1)) }

f (dy) = 1 exp{— L f(x-p,)-

e e B D L

(1.146)

—p—(y 1y )] }

Warunkowe warto$ci oczekiwane g4(y) = E(X Y = y) 1 a(x) = E(Y |X = X) sa
okreslone wzorami:

o
()= +p—=(y—ny), (1.147)
y

o

W przypadku wzoru (1.147) zmienng objasniajaca jest Y, natomiast X jest
zmienng objasniang. We wzorze (1.148) role zmiennych sa odwrotne.
Warunkowe odchylenia standardowe wynikajg ze wzorow:

o, (Y)=0,1-p?, (1.149)
o,(X)=0, 1-p2. (1.150)

Zauwazmy, ze warunkowe odchylenia standardowe sg wielko$ciami statymi.
Nie zalezg one od zmiennych objasniajacych.
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1.5.4. Wspolczynnik korelacji liniowej

Wspolezynnik korelacji liniowej (o) jest kolejng charakterystyka rozktadu
prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y). Jest on miarg
wspoltzaleznosci miedzy zmiennymi X, Y i jest definiowany nastepujaco:

cov(X,Y
Pxy =#, (1.151)
D(X)-D(Y)
gdzie:
cov(X,Y) = E(XY) - E(X) E(Y). (1.152)

Zdefiniowana w ten sposob kowariancja (faczna wariancja) zmiennych 10so-
wych X i Y jest miarg wspotzaleznosci tych zmiennych. W przypadku gdy
zmienne X i Y sa niezalezne:

E(XY)=E(X) - E(Y) (1.153)

i w konsekwencji cov(X, Y ) = 0. Im silniejsze jest powigzanie zmiennych X i Y,
tym bardziej cov(X, Y) r6zni si¢ od zera.

Kowariancja jest jednak niewygodng miarg wspotzaleznosci, albowiem wy-
raza si¢ w jednostkach mianowanych, a jej przedziatl zmiennosci nie jest ograni-
czony. W celu uniknigcia tych niedogodnosci dokonuje si¢ zabiegu standaryza-
cji, dzielac cov(X, Y) przez iloczyn odchylen standardowych zmiennych X i Y.
Skonstruowany w ten sposob wspotezynnik korelacji p przybiera warto$ci z prze-
dziatu [-1; 0] albo [0; +1], przy czym:

a) p=0, gdy cov(X, Y) =0, a wigc wowczas, gdy zmienne X i Y nie sg sko-
relowane;

b) p = -1, gdy zmienne losowe X i Y powiazane sa funkcyjnie, a zalezno$¢
miedzy nimi ma charakter funkcji malejgcej;

c) p = +1, gdy zmienne losowe X i Y powigzane sa funkcyjnie, a zaleznos¢
miedzy nimi ma charakter funkcji rosnacej;

d)-1<p<0albo0< p<1,gdy istnieje wspotzaleznos¢ migdzy zmiennymi
X'iY, ale nie ma ona charakteru funkcyjnego, przy czym p tym bardziej odbiega
od zera, im wspoétzaleznosc¢ ta jest silniejsza.

1.6. Twierdzenia graniczne

Pod nazwg twierdzen granicznych nalezy rozumieé¢ zesp6t twierdzen, w kto-
rych rozwaza si¢ ciagi niezaleznych zmiennych losowych i bada si¢ graniczne
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wiasnosci ich rozktadow. W twierdzeniach tych uzywa si¢ pojecia zbieznosci
stochastycznej, czyli zbieznosci wedlug prawdopodobienstwa.

1.6.1. Prawo wielkich liczb Bernoulliego

Twierdzenie graniczne, znane pod nazwa prawa wielkich liczb Bernoulliego®,
stanowi teoretyczng podbudowe czegstosciowych definicji prawdopodobienstwa.

Przypomnijmy, Zze zmienna losowa w postaci (1.167) ma dwumianowy roz-
ktad prawdopodobienstwa o parametrach p i n oraz ze moze ona przyjmowac
wartosci: 0, 1/n, ..., 2/n, ..., z/n, ..., 1. Zmienng t¢ oznaczymy obecnie symbolem
W,, gdzie n — analogicznie jak dotychczas — oznacza liczbe sktadnikow w sumie
(1.62). Ciag zmiennych losowych W, jest zbiezny stochastycznie — czyli wedlug
prawdopodobienstwa — do p. Mamy mianowicie:

lim P(|W,-pl>¢=0 (1.154)

albo
lim P(|W,-pl<g=1, (1.155)
n—oo

gdzie £> 0 jest dowolnie matg liczbg rzeczywists.

Wynika stad, ze im wigksze jest n — a wigc im wigksza jest liczba sktadni-
kéw w sumie (1.62) — tym wieksze jest prawdopodobienstwo zdarzenia losowe-
g0 —¢ < W, — p < & Fakt ten stanowi formalna podstawg¢ czgstosciowych defini-
cji prawdopodobienstwa, zgodnie z ktorymi czesto$¢ wzgledng (1.9) — bedaca
realizacjg zmiennej losowej W, — przyjmuje si¢ jako przyblizenie prawdopodo-
bienstwa.

Przyklad 1.10

Rozwazmy nastepujgce zmienne losowe: Ws ~ B(n = 5, p = 0,5), Wy ~
B(n =10, p =0,5), Wy ~ B(h =20, p = 0,5). Wartosci W, = z,/n, bedgce realiza-
cjami tych zmiennych losowych powinny — zgodnie z prawem wielkich liczb —
tym wyrazniej grupowac si¢ wokot punktu p = 0,5, im wigksza jest wartos¢ n.

Zbadamy to zjawisko, przyjmujac ¢ = 0,1. Za otoczenie punktu p = 0,5
bedziemy wigc uwazac przedzial [0,4; 0,6]. Zbidr wartosci zmiennej losowej Ws
ma postac:

{0;0,2; 0,4, 0,6; 0,8; 1}.

® Jakob Bernoulli (1654-1705), szwajcarski matematyk i fizyk.
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Do otoczenia punktu p naleza wartosci 0,4 i 0,6. Mamy wigc:
P(|Ws-0,5]<0,1) = P(Ws = 0,4) + P(Ws = 0,6) = 0,624.
Zbior wartosci zmiennej losowej Wi ma postac:
{0;0,1;0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1}.

Do otoczenia punktu p naleza trzy wartosci, a mianowicie 0,4; 0,5 i 0,6. Po wy-
konaniu niezb¢dnych obliczenh mamy:

P(|Wy—0,5]<0,1) = P(Wi = 0,4) + P(Wy = 0,5) + P(W3o = 0,6) = 0,656.
W przypadku zmiennej losowej W,y mamy:

{0; 0,05; 0,1; 0,15; 0,2; 0,25; 0,3; 0,35; 0,4; 0,45; 0,5; 0,55;
0,6; 0,65; 0,7; 0,75; 0,8; 0,85; 0,9; 0,95; 1}.

Do otoczenia punktu p = 0,5 nalezy pig¢ wartos$ci, a mianowicie: 0,4; 0,45; 0,5;
0,55 i 0,6. Sumujac prawdopodobienstwa odpowiadajace tym wartoSciom
otrzymujemy:

P(IW2—0,51<0,1) = P(Wy = 0,4) + P(Wa = 0,45) + P(Wy = 0,5) +
+ P(Wy = 0,55) + P(Wy = 0,6) = 0,736.

Nalezy zauwazy¢, ze wyniki przeprowadzonych obliczen potwierdzajg wnio-
ski wynikajace z prawa wielkich liczb Bernoulliego.®

1.6.2. Twierdzenie Moivre’a-Laplace’a

Rozwazmy powtdrnie ciag zero-jedynkowych zmiennych losowych X; (i = 1,
2, ..., n), o jednakowych rozktadach prawdopodobienstwa. Przypomnijmy, ze
suma takich zmiennych losowych — wyrazona wzorem (1.62) — ma dwumianowy
(binomialny) rozktad prawdopodobienstwa o parametrach p i n.

Zdefiniujemy obecnie nastepujaca zmienng losows:

— EXI _np — Zn _np
"o Jmp-p)  Jop@-p)

Dystrybuante tej zmiennej losowej oznaczymy nastepujaco:

(1.156)

Fa(u)=P(Uy<u), ueR (1.157)
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Tak zwane integralne twierdzenie Moivre’a-Laplace’a glosi, ze ciag dystry-
buant F,(u) jest zbiezny do dystrybuanty standaryzowanego rozktadu normalne-
go ®(u). Mamy wiec:

u

lim F, (u)=®(u) = Tgo(u)du: j xp[——u }du (1.158)

—00

Wynika stad, ze:

Z —n
lim P(a<—2n_P

<————<b
i P ey

Pozwala to stosowa¢ nastepujace przyblizenie rachunkowe:

b
= [ p(u)du. (1.159)

pla<—20""_ _p)~ab)-o(@). (1.160)

Vnp(1-p)
P(np+a/np(1-p) <Z, <np+bynp(1- p) ) = (b) - d(a). (1.161)

Przyklad 1.11

Zatézmy, ze n = 100 i p = 0,01. Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia
losowego polegajacego na tym, ze 0 < Zjg < 1. Zauwazmy, ze P(0 < Zyp0 < 1) =
= P(Z100 = 0). Wykorzystujgc wzor (1.63) otrzymujemy:

100
P(Z,00 =0) =( 0 J0,0100,99100 ~0,366.

Zastosowanie wzorow (1.160) i (1.161) wymaga obliczenia wartosci a i b.
Wykorzystujac lewg strong wzoru (1.161) mamy:
np+a,np(l-p) =0
100 - 0,01 + a 4/100-0,01-0,99 =0
1

a= - ~-1,01
0,995

np+bynp(l-p) =1
100- 0,01 + b 4/100-0,01-0,99 =1

b=0.
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Na podstawie wzoru (1.161) otrzymujemy:
P(0<Zypo<1) = ®(0) - Dd(-1,01) =0,5-[0,5-6(1,01)] = ©(1,01) = 0,344,
Btad przyblizenia wynosi wigc 0,344 — 0,366 = -0,022.1

1.6.3. Nierownos¢ Czebyszewa

W statystycznej kontroli jakos$ci istotng role odgrywaja tzw. statystyczne
przedziaty tolerancji. Sg to przedzialy, ktore z okreslonym prawdopodobien-
stwem pokrywajg okreslong frakcje realizacji obserwowanej zmiennej l0sowej.
Porownanie takiego przedziatu z technicznym przedziatem tolerancji, wyznacza-
jacym dopuszczalne granice zmienno$ci badanej cechy, pozwala najlepiej ocenic
jako$¢ wykonania danego wyrobu. Wyznaczenie statystycznego przedziatu tole-
rancji uwarunkowane jest znajomoscia rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej
losowej. Jesli rozktad ten nie jest znany, to przyblizone oceny mozna uzyskac za
pomoca nieréwnosci Czebyszewa™. Odpowiednie twierdzenie formutowane jest
nastepujgco: dla kazdej zmiennej losowej X, o wartosci oczekiwanej E(X) = ui
wariancji D *(X) = o2, przy dowolnej liczbie rzeczywistej & > 0 zachodzi nie-
réwnos¢:

2
P(IX-ul2e< 7 (1.162)
£
Wynika stad bezposrednio, ze:
0_2
P(IX-ul<g=1-2-, (1.163)
£
albowiem
P(IX=ul=o+P(IX-ul<o=1.
Przeksztalcajac wyrazenie (1.163) otrzymujemy:
0_2
P(—g<X—,u<g)21—8—2, (1.164)
0_2
P(u-¢ <X<y+g)21—g—2. (1.165)

Y pafiutij L. Czebyszew (1821-1894), matematyk rosyjski.
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Jesli przyjac:
e=ko,

gdzie k > 0, to zaleznos$ci (1.162)—(1.165) mozna zapisa¢ nastepujaco:

P(Ix—y|zka)ski2, (1.166)
P(IX=ul<ko)>1 1 _ K-l 1.167
k2 -1
P(-ko <X - pu<ko) > e (1.168)
k2 —

P(u-ko <X<u+ko)> (1.169)

k2

Przyklad 1.12

Zatozmy, ze X ~ N (u = 10, o= 2). Z whasnosci rozkladu normalnego (zob.
punkt 1.4.2.2) wynika, ze:

P(8 < X < 12) = 0,6826, (i)
P(6 < X < 14) = 0,9545, (i)
P(4 < X < 16) = 0,9973, (iii)
Stosujac (1.169) mamy:
P(8 <X<12)>0, (i)
P(6 < X <14) > 0,75, (i)
P(4 < X < 16) > 0,89. (iii)

Nietrudno zauwazy¢, ze w przypadku (i) przyblizenie uzyskane za pomoca
nierdwnos$ci Czebyszewa nie ma wartosci aplikacyjnej. W przypadku (ii) oraz
(ii1) oceny uzyskane za pomoca nierownosci Czebyszewa maja charakter ,,gru-
bych” przyblizen. Podkreslmy jednak, ze zostaly one uzyskane bez jakichkol-
wiek zatozen w odniesieniu do typu rozktadu obserwowanej zmiennej losowej.l



Rozdzial 2

METODOLOGIA BADAN STATYSTYCZNYCH

2.1. Wprowadzenie

W naukach ekonomicznych, podobnie jak w innych dziedzinach wiedzy,
odwotlujemy sie czesto do badan empirycznych. Sg one podejmowane badz to
w celu zweryfikowania (sprawdzenia) hipotez sformutowanych na podstawie
rozwazan teoretycznych, badz tez w celu pozyskania informacji niezbednych do
rozwigzania jakiego$ problemu. Badania empiryczne polegajg na przeprowadza-
niu odpowiednio zaplanowanych do$wiadczen (eksperymentow). Moga to by¢
eksperymenty czynne albo bierne. W doswiadczeniu czynnym eksperymentator
sam kreuje sytuacje, ktore pozwalajg bada¢ interesujacy go obiekt lub zjawisko.
W dos$wiadczeniu biernym natomiast prowadzacy badanie jest tylko obserwato-
rem. Nie ma on mozliwo$ci kreowania sytuacji do§wiadczalnych, a jego rola
polega przede wszystkim na wyborze odpowiedniej metody badania. W naukach
ekonomicznych, w odréznieniu od nauk przyrodniczych i technicznych, dominu-
ja badania o charakterze eksperymentéw biernych.

Oto przyktady takich badan:

(i) Sledzenie liczby samochodéw osobowych eksploatowanych w wybranym
regionie albo w calym kraju.

(if) Analiza przyczyn zgonow w okreslonym przedziale czasu w wybranym
regionie albo w catym kraju.

(i) Sledzenie i analiza kurséw akcji wybranej spotki na Gieldzie Papieréw

Warto$ciowych w Warszawie.

(iv) Sledzenie i analiza cen nieruchomos$ci w okreslonym regionie.

W Zadnym z wymienionych przyktadow, ani tez w zadnej innej podobne;j sy-
tuacji, prowadzacy badania nie ma wptywu na przebieg obserwowanego zjawi-
ska. Nie ma on tez mozliwosci odtworzenia jakiegokolwiek fragmentu obser-
wowanej rzeczywistoSci w sztucznie spreparowanych warunkach. Dlatego
wlasnie mamy tu do czynienia z doswiadczeniem biernym. W badaniach takich
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podstawowym problemem jest zorganizowanie procesu pozyskiwania pierwot-
nych informacji o obserwowanych faktach. Jest to problem o znaczeniu podsta-
wowym przede wszystkim dlatego, ze od jakosci owych pierwotnych (zroédio-
wych) informacji zalezy celowo$¢ podejmowania badan statystycznych. Nalezy
wszak pamigtacé, ze nawet najbardziej wyrafinowane metody analizy statystycz-
nej nie wzbogacaja materiatu zrodtowego’. Ich zastosowanie pozwala tylko
ujawni¢ te informacje, ktore tkwia w wynikach przeprowadzonych obserwacji
lub pomiaréw. Dodajmy, ze zastosowanie niewtasciwych albo zbyt prymityw-
nych metod analizy statystycznej jest czesto przyczyng utraty znacznej cze$ci
owych zrodtowych informacji. Oznacza to marnotrawstwo $rodkéw wydanych
na pozyskanie informacji o badanym obiekcie lub zjawisku. W empirycznych
badaniach zjawisk, ktore nalezg do kregu zawodowych i naukowych zaintereso-
wan ekonomisty, bardzo cze¢sto mozna korzysta¢ z informacji, ktére — z mocy
prawa — gromadzone sg przez wyspecjalizowane agendy panstwowe i Samorza-
dowe. Podstawowa role odgrywa tu Gtéwny Urzad Statystyczny (GUS)? a w ska-
li regionalnej urzedy statystyczne. Instytucje te kontynuujg pierwotne funkcje
statystyki, polegajace na pozyskiwaniu, gromadzeniu i odpowiednim przetwa-
rzaniu informacji o stanie panstwa®.

Zauwazmy, ze na podstawie biezgco rejestrowanych, gromadzonych i publi-
kowanych informacji mozna podja¢ badania statystyczne w zakresie trzech spo-
$rod czterech wymienionych powyzej przyktadow.

Tablica 2.1
Zarejestrowane w Polsce samochody osobowe
Liczba zarejestrowanych Liczba zarejestrowanych
Rok samochodow Rok samochodow
(tys. szt.) (tys. szt.)
1980 2383,0 1986 3964,0
1981 2643,3 1987 42317
1982 2881,7 1988 4519,1
1983 3178,9 1989 4846,4
1984 3425,8 1990 5260,6
1985 3671,4 1991 6112,2

Zrodto: Rocznik Statystyczny GUS, 1992.

! Istote poruszanego problemu najlepiej oddaje lapidarne powiedzenie, popularne wérod staty-
stykow amerykanskich: ,rubbish in, rubbish out”, czyli ,jesli wlozysz $miecie, to wyjmiesz
$miecie”.

2 Gléwny Urzad Statystyczny (GUS) zostat utworzony w 1918 1. jako jedna z pierwszych wy-
specjalizowanych agend rzadowych w odrodzonej Polsce.

% Przypomnijmy tu, ze stowo ,statystyka” wywodzi si¢ od lacinskiego stowa ,status”, czyli
panstwo.
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Przyktad (i): Najpewniejszym zrodtem informacji o liczbie eksploatowanych
samochoddéw osobowych sg rejestry prowadzone przez wyspecjalizowane agen-
dy samorzadu terytorialnego. Pozyskiwane w ten sposob informacje sa groma-
dzone i przetwarzane przez GUS, a nastgpnie publikowane w rocznikach staty-
stycznych. Przyktad tego typu informacji przedstawiono w tablicy 2.1.

Przyktad (ii): Informacje dotyczace naturalnego ruchu ludnosci (urodziny,
zgony) sg biezaco rejestrowane i gromadzone przez urzgdy stanu cywilnego,
a nast¢pnie opracowywane i udostgpniane dla celow badawczych przez GUS.
Informacje tego typu udostepniane sa rowniez organizacjom mig¢dzynarodowym.
Utlatwia to réznego rodzaju badania poréwnawcze. W tablicy 2.2 przedstawiono
informacje opublikowane przez Swiatowa Organizacje Zdrowia (World Health
Organization, WHO), dotyczace zgonow spowodowanych chorobami nowotwo-
rowymi w Polsce.

Tablica 2.2
Zgony w Polsce spowodowane chorobami nowotworowymi

Liczba zgonéw Liczba zgonéw Liczba zgonéw
Rok na raka na tysiac Rok na raka na tysiac Rok na raka na tysiac

zgonow ogbdlem zgonow ogdlem zgonow ogodtem
1961 97,40 1971 143,75 1981 170,10
1962 103,90 1972 148,80 1982 171,00
1963 112,45 1973 152,40 1983 175,80
1964 119,35 1974 154,20 1984 179,60
1965 123,85 1975 157,05 1985 180,75
1966 125,60 1976 160,75 1986 182,50
1967 128,80 1977 162,15 1987 185,00
1968 133,20 1978 164,55 1988 188,40
1969 135,40 1979 166,35 1989 189,20
1970 138,00 1980 168,40 1990 192,15

Zrodto: World Health Organization.

Przyktad (iii): Najprostsza, a jednoczes$nie wystarczajaco pewng metodg po-
zyskiwania informacji o kursach akcji spotek notowanych na Gietdzie Papierow
Warto$ciowych w Warszawie jest korzystanie z tablic kursow, publikowanych
przez biura maklerskie w prasie fachowej i codziennej. Zarzad Gietdy ma usta-
wowy obowiazek publikowania wynikow kazdej sesji gietdowe;.

W przyktadzie (iv) problem pozyskiwania informacji zrodtowych jest bar-
dziej skomplikowany, albowiem nie tylko nie ma obowigzku publikowania
informacji o transakcyjnych cenach nieruchomosci, ale pewne informacje o za-
wieranych transakcjach chronione sg tajemnicg. W takiej, a takze w wielu in-
nych podobnych sytuacjach, podstawowa metoda pozyskiwania informacji jest
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ankieta. Jest to zawsze metoda mniej pewna, niz bezposrednie wykorzystywanie
informacji pochodzacych z biezacej rejestracji. Jest to tez metoda kosztowniej-
sza 1 wymagajaca pewnej wiedzy w zakresie metody reprezentacyjnej i teorii
spotecznego komunikowania®.

Nie wszystkie badania empiryczne podejmowane w naukach ekonomicznych
maja charakter eksperymentow biernych. Podejmowane sg takze, aczkolwiek
znacznie rzadziej niz w naukach przyrodniczych i technicznych, badania o cha-
rakterze eksperymentéw czynnych. Oto przyktady:

(v) Badanie reakcji konsumentéw na nowe formy sprzedazy pewnego produktu,
wprowadzone w celu zwigkszenia utargu.

(vi) Poszukiwanie najbardziej efektywnej formy organizacji procesu wytwarza-
nia pewnego produktu.

W przyktadzie (v) mamy do czynienia z przedsiewzigciem marketingowym
podejmowanym w celu aktywizacji sprzedazy pewnego produktu. Jesli nie sg to
dziatania rutynowe, to — niezaleznie od wszystkich aspektéw praktycznych —
powinny by¢ one potraktowane w kategoriach eksperymentu. Pozwala to racjo-
nalnie zorganizowa¢ podejmowane dziatania, z uwzglednieniem teorii planowa-
nia do§wiadczen®. Z bardzo podobng sytuacja mamy do czynienia w przykladzie
(vi). Organizator procesu produkcyjnego stoi tu jednak wobec nieco tatwiejsze-
go zadania niz szef stuzb marketingowych w przyktadzie (v). Zadanie jest
fatwiejsze, albowiem w mniejszym stopniu zalezy od otoczenia rynkowego, na
ktére nie mamy wplywu.

Kazde badanie empiryczne — zarébwno o charakterze eksperymentu czynne-
go, jak i biernego — nalezy interpretowac jako doswiadczenie losowe. Przypo-
mnijmy (zob. rozdzial 1), ze jest to takie przedsigwzigcie empiryczne, ktdrego
wynik jest zdarzeniem losowym. Ma to ten skutek, ze wyniki badan empirycz-
nych moga by¢ racjonalnie opisywane i interpretowane tylko za pomocg metod
statystycznych. Metody te pozwalaja odroznia¢ skutki dziatania czynnikow sys-
tematycznych od skutkéw losowej (przypadkowej) zmiennosci obserwowanych
uktadéw doswiadczalnych. Wykrycie, wyodrebnienie i scharakteryzowanie owej
systematycznej sktadowej w ogdlnej zmiennosci badanego zjawiska jest zawsze
jednym z podstawowych celow podejmowania badan empirycznych.

# Zainteresowanego Czytelnika odsytamy do ksiazki J. Steczkowskiego: Metoda reprezenta-
cyjna w badaniach zjawisk ekonomiczno-spolecznych, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa—
Krakéw 1995.

® Zainteresowanego Czytelnika odsytamy do ksigzek: Z. Polafiski, Planowanie doswiadczer
w technice, PWN, Warszawa 1984 oraz D. Rasch, G. Herrenddrfer, Statystyczne planowanie do-
swiadczen, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1991.
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2.2. Zbiorowos¢ generalna

Zbiorowos¢ generalna, albo populacja generalna, jest to zbior obiektow ma-
terialnych lub potencjalnych powtorzen zjawiska, ktory jest przedmiotem zainte-
resowania badacza. Zbiorowo$¢ generalng bedziemy oznacza¢ symbolem A, na-
tomiast jej elementy — czyli pojedyncze obiekty materialne lub pojedyncze
powtdrzenia zjawiska — symbolem A, zaopatrzonym (w miar¢ potrzeby) w od-
powiednie indeksy. Poddawana badaniu zbiorowo$¢ generalna A musi by¢ zbio-
rem jednorodnym ze wzgledu na cechy kwalifikujace, nalezace do zbioru:

K={K:; r=1,2,..9} (2.1)

Zawarto$¢ tego zbioru powinna w sposob klarowny wynika¢ z ogolnego planu
przedsiewzigcia badawczego. W planie takim powinien tez by¢ zdefiniowany
zbidr cech badanych:

B={B; s=1,2 .., m} (2.2)

czyli zbior tych cech Bs, ze wzgledu na ktore — zgodnie z celem podejmowanych
badan — bedg badane elementy A € A. Zbiory K i B powinny by¢ roztaczne:

KN B=4. (2.3)

Zdefiniowanie zbioréw K i B jest warunkiem wstepnym podjecia badan em-
pirycznych, albowiem zanim rozpocznie si¢ takie badanie, powinno si¢ doktad-
nie wiedzie¢, co i ze wzgledu na co chcee si¢ badaé.

Kazdej cesze kwalifikujacej K, € K odpowiada pewien zbior rozroznialnych

standw K. Szczegdtowa posta tego zbioru zalezy od zastosowanej metody

badania cechy K, a ta z kolei uzalezniona jest od potrzeb badania, okreslonych

przez cechy Bs € B. Podczas projektowania doswiadczenia, w kazdym zbiorze

K, wyroznia si¢ pewien podzbior K.,

jednostek A do zbiorowosci generalnej A. Majac te podzbiory (r = 1, 2, ..., Q)
mozna sformutowa¢ warunek zakwalifikowania jednostki A, nalezacej do pew-
nego nadzbioru A, do zbiorowosci generalnej A. Mamy mianowicie:

stanowigcy kryterium przynaleznos$ci

AcAe A K(A) e K, (2.4)

gdzie K,(A) oznacza stan elementu A ze wzglgdu na cechg K, € K.

Z rownowaznosci (2.4) wynika bezposrednio, ze o szczegotowej postaci
zbiorowosci generalnej A decyduje to, w jaki sposob zostang okreslone poszcze-
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gblne podzbiory K. (r =1, 2, ..., q). Nalezy podkres$li¢, ze przy konstruowaniu
tych podzbioréw powinny decydowaé przestanki merytoryczne, a nie formalne.
Regula ta powinna obowigzywaé zwlaszcza na wstgpnym etapie badan, albo-
wiem przede wszystkim wzgledy merytoryczne powinny decydowaé o tym, co
nalezy, a co nie nalezy do obszaru badan.

Przyklad 2.1

Zat6zmy, ze producent pewnego typu samochodéw osobowych, poczawszy
od pojazdu o numerze fabrycznym y,, zastosowat ulepszone zabezpieczenie anty-
korozyjne karoserii. Po uptywie trzech lat chce on sprawdzi¢ skuteczno$é zasto-
sowanego ulepszenia. Zbiorowos$¢ generalng stanowig wiec wszystkie samocho-
dy osobowe danej marki i danego typu, o numerach fabrycznych nie nizszych
niz Yo i nie wyzszych niz y;. Numer fabryczny y, zostat tak dobrany, by do popu-
lacji generalnej wlaczy¢ samochody eksploatowane co najmniej przez jeden rok.
Tak zdefiniowana zbiorowos$¢ generalna wynika z przedstawionego ponizej ro-
zumowania.

— Nadzbior A jest zbiorem wszystkich eksploatowanych samochod6w oso-
bowych. Z tego nadzbioru nalezy wyodregbni¢ zbior A interesujacy producenta.

— Zbidr cech kwalifikujacych jest trojelementowy i ma postaé:

K; - przynalezno$¢ do marki
K = «+ Ky —przynaleznos¢ do typu (i)
Ks — numer fabryczny

— Dla potrzeb zamierzonego badania zbiory rozroéznialnych stanéw tych cech
mozna zdefiniowac nastepujaco:

k,;— speinia k.ryte’ripm '
przynalezno$ci do marki

K{= . . . ii
! k, , — nie spetia kryterium (i)
przynalezno$ci do marki

k,, — Spetnia kryterium
przynaleznosci do typu
K3

k,, — nie spehia kryterium (ifi)
przynaleznos$ci do typu
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‘o = {ks.liye[yo: yll} )
P Ky yelyes vl

gdzie y oznacza numer fabryczny konkretnego samochodu.

— Podzbiory stanéw wyréznionych (pozadanych):

K, = {kyi1 — spelnia kryterium przynalezno$ci do marki} (v)
K, = {k21 — spelnia kryterium przynaleznos$ci do typu} (vi)
Ky ={ks1:y € [yo yal} (vii)

— Tak wigc, zgodnie ze wzorem (2.4), mamy:

A e A= Ki(A) e K AKy(A) € Ky AK3(A) € Ky (viii)
— Zbiorowo$¢ generalna A przedstawia si¢ wigc nastepujgco:

A={A:Ki(A) e K AKy(A) e Ky AKs(A) e K} (ix)

gdzie A oznacza samochdd osobowy, natomiast K;(A), K,(A) i K3(A) oznaczaja
stan tego samochodu ze wzglgdu na cechy kwalifikujace Ky, K; i Ks.

Wzoér (ix) definiuje zbiorowo$¢ generalng niezaleznie od szczegdtowego
planu badania. Zbior B musi zawiera¢ cechg ,,stopien skorodowania karoserii”,
albowiem wynika to z celu podejmowanych badan. Do zbioru B mogg by¢ jed-
nak wlaczone rowniez inne cechy, takie jak intensywnos$¢ eksploatacji, skazenie
$rodowiska w danym regionie, przebieg itp. Wilaczenie tych cech do zbioru B
pozwala wyjasni¢ zréznicowanie badanych obiektow ze wzgledu na ceche pod-
stawowg.H

Wyrdznia si¢ zbiorowosci generalne przedmiotowe i zdarzeniowe. Elemen-
tami przedmiotowych zbiorowos$ci generalnych sa obiekty materialne (przed-
mioty), natomiast zdarzeniowe zbiorowosci generalne skladajg sie z powtorzen
(albo potencjalnych powtérzen) badanego zjawiska. Przedmiotowe zbiorowosci
generalne s3 najczesciej zbiorami skonczonymi:

A={A; AN K(A) e K': z2=1,2, ... N}, (2.5)
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gdzie N jest licznoscia zbiorowosci generalnej. Tego typu zbiorowos$¢ generalng
przedstawiono w przyktadzie 2.1. Do tego typu zbiorowosci nalezy rowniez — na
przyktad — partia produktu poddawanego ocenie jakosci albo zbidr konsumen-
tow tworzacych segment rynku.

W pewnych sytuacjach przedmiotowg zbiorowo$¢ generalng wygodnie jest
traktowac jako zbidr przeliczalny postaci:

A={A; AN K(A) e K'; z=1,2, ..} (2.6)

Z sytuacja taka mamy do czynienia na przyktad wowczas, gdy obserwowanym
obiektem jest nie partia (zasob), a strumien wyrobu generowany przez agregat
produkcyjny. Zauwazmy jednak, ze zaden rzeczywisty proces produkcyjny nie
moze trwac nieskonczenie dtugo, a ponadto, nawet w przypadku agregatow pro-
dukcyjnych funkcjonujacych w ruchu ciggtym, oceng jakosci odnosi si¢ zawsze
do pewnych ustalonych i niezbyt dlugich okresow rozliczeniowych. Tak wigc
zbiorowos$¢ generalna jest w takich przypadkach zbiorem skonczonym, a za mo-
delem (2.6) przemawia przede wszystkim to, ze przed zakonczeniem procesu
kumulowania strumienia nie jest znana liczno$¢ (N) zbiorowosci generalnej. Ma
to wplyw na technike pobierania proby do badania (zob. punkt 2.3).

Zdarzeniowe zbiorowosci generalne traktowane sg najczgsciej jako zbiory
nieskonczone. Moga to by¢ zbiory przeliczalne postaci (2.6) albo zbiory nieprze-
liczalne:

A={A: A\ K(A) € K, }. 2.7)

Podkreslmy jednak, ze zbiorem nieskonczonym moze by¢ tylko zbidr potencjal-
nych powtdrzen obserwowanego zjawiska, i to tylko wowczas, gdy generowanie
tych powtorzen nie jest zwigzane z funkcjonowaniem jakiego$ urzadzenia tech-
nicznego. Jesli urzadzenie takie jest niezbgdnym elementem uktadu do$wiad-
czalnego, to zbidr potencjalnych powtorzen zjawiska jest skonczony, albowiem
trwalo$¢ kazdego urzadzenia technicznego jest ograniczona. Nie zmienia to jed-
nak faktu, ze zbiory postaci (2.6) i (2.7) sg najczgsciej stosowanymi modelami
zdarzeniowych zbiorowos$ci generalnych. Nawet wowczas, gdy sa to zbiory
w istocie skonczone, ich liczno$¢ jest zwykle bardzo duza i trudna do okreslenia.

Badania zbiorowo$ci generalnej A ze wzglgdu na cechy B; € B moga by¢
badaniami wyczerpujgcymi (catkowitymi) albo badaniami niewyczerpujacymi
(czg$ciowymi, wyrywkowymi). W badaniach wyczerpujacych badaniu podda-
wane sg wszystkie elementy A € A, w badaniach niewyczerpujacych natomiast
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badaniu podlega tylko pewien podzbior A — A, a wnioski odnoszone sg do ca-

tego zbioru A. Podzbior nosi nazwe proby (zob. punkt 2.3).

Badania wyczerpujace mozliwe sg wowczas, gdy:
(i) zbiorowos¢ generalna jest zbiorem skonczonym postaci (2.5),
(ii) metoda badania kazdej cechy Bs € B ma charakter nieniszczacy,
(i) koszty zwigzane z badaniem nie przewyzszaja pewnej wartosci, ustalonej

na podstawie przestanek ekonomicznych.

Jesli nie jest spelniony warunek (i), to badania wyczerpujace sg niemozliwe
ex definitione. Jesli warunek (i) jest spetniony, a jednocze$nie nie jest spelniony
warunek (ii), to badania wyczerpujace sa formalnie mozliwe, ale sa one pozba-
wione sensu. Rezultatem takich badan bytoby bowiem zniszczenie catej zbioro-
wosci generalnej. Jesli warunki (i), (ii) sa spetnione, to o mozliwosci prowadze-
nia badan wyczerpujacych rozstrzyga ich ekonomiczna optacalno$¢ (warunek
(iii)). Nalezy przy tym bra¢ pod uwage nie tylko koszty samego badania, ale
rowniez koszty zwigzane z czasem oczekiwania na wyniki badan. Jesli ten okres
oczekiwania jest dlugi, to wyniki badan wyczerpujacych moga by¢ nieaktualne
lub nieprzydatne juz w chwili ich uzyskania. Dlatego tez w praktyce podstawo-
we znaczenie maja badania niewyczerpujace (czg¢$ciowe). Badania takie sg zaw-
sze mniej kosztowne, a wiarygodno$¢ wnioskéw formutowanych w odniesieniu
do zbiorowosci generalnej nie jest nizsza niz w przypadku badan wyczerpuja-
cych. W pewnych sytuacjach badania wyczerpujace sa jednak niezastgpione.
Mozna tu wymieni¢ powszechne spisy ludnosci, a takze spisy rolne. Spisy te nie
tylko dostarczaja szczegdtowych informacji, ale pozwalajg réwniez weryfiko-
wacé poprawnos¢ procedur badan niewyczerpujacych, stosowanych w okresach
miedzy spisami.

2.3. Proba

Proba, nazywana tez probkg albo populacja lub zbiorowoscig probna, jest
podzbiorem zbiorowosci generalnej, ktory poddawany jest badaniu i ktory sta-
nowi podstawe do formutowania wnioskow o zbiorowos$ci generalnej. Probe po-
brang ze zbiorowosci generalnej A bedziemy oznacza¢ symbolem A. Proba jest
zawsze zbiorem skonczonym, niezaleznie od tego, czy zbiorowos$¢ generalna jest
zbiorem skonczonym czy nieskonczonym. Mamy wigc:

A={A: A AcA i=12 ..,n} (2.8)

gdzie n jest licznoS$cig proby.
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Elementy zbiorowos$ci generalnej moga by¢ wybierane do proby w sposob
celowy lub losowy (przypadkowy). Prébka celowa stosowana jest przede
wszystkim wowczas, gdy badane cechy Bs € B sg skorelowane z pewnymi ce-
chami kwalifikujacymi, co umozliwia przeprowadzenie wnioskowania na pod-
stawie wartosci ekstremalnych, czyli tzw. wnioskowania z nadmiarem.

Przyklad 2.2

Zaldzmy, ze zbiorowo$cig generalng A jest partia pewnego ttuszczu Spozyw-
czego ztozona z N opakowan jednostkowych. Zaléozmy tez, ze partia ta byla
przechowywana przez pewien czas w nieodpowiednich warunkach i zachodzi
podejrzenie, iz stezenie produktéw jelczenia jest wigksze niz dopuszczalne,
przynajmniej w niektorych opakowaniach jednostkowych. W celu rozstrzygnie-
cia tego problemu nalezy postuzy¢ si¢ probka celowa. Nalezy do niej zaliczy¢ te
opakowania jednostkowe, ktére wykazuja najbardziej zaawansowane zewngtrz-
ne objawy jelczenia (zmiany barwy, zapachu). Jesli badanie tak skonstruowanej
probki nie potwierdzi podejrzen, to prawie na pewno partia produktu odpowiada
wymaganiom jako$ciowym.H

Przyklad 2.3

Zarzad supermarketu, dziatajac na zlecenie producenta, chce poznaé opinig
swoich klientéw na temat:

— waloréw smakowych pewnej odmiany margaryny,

— wlasciwosci uzytkowych opakowan jednostkowych, w ktérych ta marga-
ryna jest sprzedawana.

Wyniki tych badan maja postuzy¢ do opracowania ulepszonej koncepcji
produktu, a w szczegdlnosci do zracjonalizowania opakowania jednostkowego.
Na podstawie posiadanego doswiadczenia handlowego zarzad supermarketu oce-
nia, ze ponad 90% zakupow tego produktu dokonuja kobiety w mtodym i $red-
nim wieku. Uznano wiec, ze probke nalezy wylosowaé sposrod tej grupy klien-
tow, gdyz dostosowanie produktu do ich wymagan moze mie¢ najwigkszy
wplyw na zwigckszenie zakupow. Bedzie to probka celowo-losowa. Dodajmy, ze
zastosowanie celowego doboru prébki ma tu bardzo racjonalne uzasadnienie.
Pobieranie probki z catej populacji klientdéw zmniejsza warto$¢ informacyjna
uzyskanych rezultatow. Wyniki te beda bowiem obcigzone opiniami 0sob, ktore
nie realizujg tych opinii w formie zakupow.m

Probki celowe, mimo ze bardzo uzyteczne w pewnych sytuacjach do§wiad-
czalnych, odgrywaja drugorzedna role zarowno w praktyce jak i rozwazaniach
teoretycznych. Podstawowe znaczenie maja probki losowe. Probki takie otrzy-
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muje si¢ na drodze losowania, czyli takiego postepowania, w ktérym o wyborze
danego elementu zbiorowos$ci generalnej do proby decyduje jedynie przypadek.
Przyjmuje sig, ze probka losowa o dostatecznie duzej licznosci jest probka re-
prezentatywna, czyli zachowujaca wszystkie cechy strukturalne zbiorowosci ge-
neralnej.

Istniejg dwie podstawowe techniki losowania, a mianowicie:

— losowanie ze zwracaniem,

— losowanie bez zwracania.

Losowanie ze zwracaniem moze by¢ stosowane tylko w przypadku przed-
miotowych zbiorowosci generalnych, i to pod warunkiem, ze metody badania
wszystkich cech Bs € B sg metodami nieniszczacymi. We wszystkich pozosta-
tych przypadkach moze by¢ stosowane tylko losowanie bez zwracania.

W przypadku nieskonczenie licznych zbiorowosci generalnych postaci (2.6)
i (2.7) obydwie techniki losowania sa réwnowazne, zarowno formalnie jak
i praktycznie. Jesli natomiast mamy do czynienia ze skonczonag zbiorowoscig
generalng postaci (2.5), to losowanie ze zwracaniem jest losowaniem niezalez-
nym, podczas gdy losowanie bez zwracania jest losowaniem zaleznym®. W roz-
wazanym przypadku losowanie ze zwracaniem zapewnia niezmiennos$¢ stocha-
stycznej struktury zbiorowo$ci generalnej w catym procesie losowania. Oznacza
to, ze prawdopodobienstwo wylosowania danego elementu zbiorowo$ci general-
nej, w pojedynczym akcie losowania, nie zalezy od wynikéw poprzednich loso-
wan. W przypadku losowania bez zwracania zalezno$¢ taka istnieje, albowiem
kazdy akt losowania zmienia stochastyczng struktur¢ zbiorowosci generalnej.
Zmiany te mogg by¢ mniej lub bardziej znaczace, w zaleznosci od stosunku
licznoséci probki (n) do liczno$ci zbiorowosci generalnej (N). Do oceny tego
zjawiska mozna wykorzysta¢ nast¢pujace wyrazenie:

N-n
= . 2.9
N1 (2.9)

Im blizsza jednosci jest warto$¢ &, tym mniej znaczace jest naruszenie niezalez-
nos$ci losowania, mimo zastosowania losowania bez zwracania. Zauwazmy, zZe
jeslin=1,to ¢= 1, niezaleznie od wartosci N. Potwierdza to intuicyjnie oczywi-
sty wniosek, ze jesli probka jest jednoelementowa, to losowanie bez zwracania
jest catkowicie rownowazne losowaniu ze zwracaniem.

Obydwie wyrdznione techniki losowania (ze zwracaniem i bez zwracania)
mogg by¢ wykorzystane w rdéznych schematach pobierania probek losowych.
Nalezy tu wymieni¢ przede wszystkim losowanie indywidualne nieograniczone,

® Przypomnijmy, Ze z problemem losowania niezaleznego i zaleznego zetknelismy sig
w rozdziale 1, omawiajac rozktad dwumianowy i hipergeometryczny.
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ktore stanowi swego rodzaju ,,wzorzec” i uktad odniesienia dla wszystkich po-
zostalych schematoéw losowania. W losowaniu tym pojedyncze elementy A € A
pobierane sg bez ograniczen z catej zbiorowosci generalnej. Jesli jest to losowa-
nie niezalezne, to w rezultacie uzyskujemy tzw. prostq préobke losowg, odgrywa-
jaca podstawowg rol¢ zardOwno w rozwazaniach teoretycznych, jak i w praktyce.
Losowanie zespotowe stosowane jest wowczas, gdy elementy zbiorowosci gene-
ralnej potgczone sa w pewne zespoty, ktorych dezagregacja — w procesie 10so-
wania — jest niemozliwa lub niecelowa, na przyktad z powodu zbyt wysokich
kosztow. Jednostkg losowania jest wowczas caly zespot (agregat), a nie poje-
dynczy element. Jesli w dalszych etapach postgpowania owe agregaty reduko-
wane sg do zespotow o stopniowo malejacych liczebnosciach, to mamy do czy-
nienia z losowaniem wielostopniowym. Osobng grupe schematéw losowania
stanowig procedury pobierania probek z rozwarstwionych zbiorowosci general-
nych. Sa to takie zbiorowosci, ktore mogg by¢ podzielone (rozcicte) na bardziej
jednorodne podzbiory, a ktére — z jakichkolwiek powodow — muszg by¢ trakto-
wane lacznie. Pobieranie probek z takich zbiorowosci generalnych realizowane
jest w formie losowania warstwowego’. Dodajmy, ze jesli licznosé probki jest
dostatecznie duza, to prosta probka losowa jest tak samo efektywna jak probka
uzyskana w rezultacie losowania warstwowego.

Pobieranie probki losowej wymaga zastosowania pewnych technik zapew-
niajacych catkowita beztendencyjno$¢ procesowi kwalifikowania elementow
zbiorowosci generalnej do proby. W przypadku skonczonych zbiorowosci gene-
ralnych postaci (2.5) mozna do tego celu wykorzysta¢ urng z odpowiednio po-
numerowanymi, a jednoczesnie nierozréznialnymi na podstawie innych cech
kulami albo karteczkami (losami). Podstawowe znaczenie maja jednak tablice
liczb losowych, a takze generatory liczb pseudolosowych, w jakie wyposazone
sg wspotczesne komputery, a nawet niektore kalkulatory kieszonkowe. Fragment
tablicy liczb losowych, zaczerpniety z normy PN/N-03010 ,,Statystyczna kontrola
jakosci. Losowy wybor sztuk do probek”, zamieszczono w aneksie (tablica VII).
W tablicy tej cyfry losowe zestawiono w czteroelementowe grupy, a w kazdej
takiej grupie wyrdznione sg z kolei dwie podgrupy dwuelementowe. Grupy te
mozna traktowac jako czterocyfrowe i dwucyfrowe liczby losowe. Skreslajac —
na przyktad — ostatnig cyfre w grupie czterocyfrowej otrzymujemy liczbg trzycy-
frowg itd. Tablice cyfr losowych mogg by¢ stosowane wowczas, gdy istnieje
mozliwo$¢ ponumerowania wszystkich elementow zbiorowos$ci generalne;.
Chodzi przy tym, co wydaje si¢ oczywiste, nie o fizyczne etykietowanie tych
elementow, ale o mozliwos¢ jednoznacznej identyfikacji kazdego elementu A € A
za pomocg liczby naturalnej ze zbioru {1, 2, 3, ..., N}.

" Czytelnicy zainteresowani tymi problemami znajda szczegotowe informacje w podreczni-
kach z zakresu metody reprezentacyjnej, na przyktad w cytowanej juz ksiazce J. Steczkowskiego.
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Poczatek odczytywania sekwencji liczb losowych wybiera si¢ w sposob
przypadkowy. Nastepnie, przesuwajac sic wzdtuz wierszy (od strony lewej ku
prawej lub odwrotnie) albo wzdtuz kolumn (od géry ku dotowi lub odwrotnie),
odczytuje si¢ kolejne grupy cyfr losowych o ustalonej dtugosci, czyli kolejne
liczby losowe. W przypadku losowania ze zwracaniem odrzuca si¢ tylko liczby
wicksze od N. Jesli natomiast realizowane jest losowanie bez zwracania, to od-
rzuca si¢ rOwniez juz raz otrzymane liczby. Postgpowanie konczy si¢ z chwilg
uzyskania zbioru liczb losowych o licznosci n.

Przyklad 2.4

Do odbioru jako$ciowego przedstawiono parti¢ tafli szklanych o licznosci
N = 100. Do badania postanowiono pobra¢ probke losowa o licznosci n = 10.
Tafle te byly zapakowane w skrzynie drewniane po 10 sztuk. Poniewaz program
badan przewidywat stosowanie tylko nieniszczacych metod oceny jakosci, zatem
mozna bylo zastosowaé losowanie ze zwracaniem. Numerowanie wszystkich
tafli szklanych wymagatoby bardzo duzego, i catkowicie zbednego, naktadu cza-
su i pracy, a ponadto wigzatoby si¢ z ryzykiem uszkodzenia tafli podczas mani-
pulacji.

Zastosowano nastgpujace postepowanie:

— skrzynie oznakowano kolejnymi cyframi od 0 do 9,

— numer kazdej skrzyni umieszczono na bocznej krawedzi, od ktorej biegla
numeracja tafli w danej skrzyni.
Ponumerowano w ten sposob jednoznacznie wszystkie tafle, bez otwierania
skrzyn. Chcac podda¢ badaniu — na przyktad — tafle o numerze 24, nalezato
wzigé czwartg tafle (liczac od oznakowanej krawedzi) ze skrzyni o numerze 2 itd.
Poniewaz N = 100, nalezato wigc zastosowa¢ dwucyfrowe liczby losowe,
przyjmujac dodatkowo, ze numerowi ,,100” odpowiada liczba losowa ,,00”. Za
poczatek odczytywania przyjeto grupe cyfr losowych na przecigeciu wiersza
7 1 kolumny 4, w bloku 1 tablicy VII zamieszczonej w aneksie. Odczytujac ko-
lejne grupy dwucyfrowe w wierszu 7 otrzymujemy:

27, 66, 89, 72, 21,17, 71, 69, 95, 17.

Zauwazmy, ze taflg szklang o numerze 17 nalezato zbada¢ dwukrotnie.l

Zwrd¢my obecnie uwage na przypadek, gdy zbiorowoscia generalng jest
strumien wyrobu sztukowego, generowany przez agregat produkcyjny w pew-
nym ustalonym przedziale czasu z. Jezeli natgzenie takiego strumienia nie jest
zbyt duze, to produkowane elementy mozna jednoznacznie uporzadkowac we-
dhug kolejnosci ich otrzymywania. W konsekwencji, do pobierania proby mozna
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wykorzysta¢ tablice liczb losowych. Nalezy w tym celu oszacowaé licznosc¢
zbiorowosci generalnej za pomocg wzoru:

N = yAr, (2.10)

w Ktorym y oznacza przecigtne natgzenie strumienia produktu (czyli przecigtng
liczbe sztuk wyrobu przypadajaca na jednostke czasu), natomiast A7 jest dtugo-
$cig przedziatu czasu 7 (okresu rozliczeniowego). W kolejnym etapie postepo-
wania nalezy, postugujac si¢ tablicami liczb losowych, wygenerowac n-elemen-
towy zbidr liczb losowych, nie wigkszych od N. Zbidr ten nalezy uporzadkowac
za pomocg relacji ,,<”, a nast¢pnie mozna przystapi¢ do losowania elementow
zbiorowosci generalnej do proby.

Opisana procedura konstruowania proby nie moze by¢ zastosowana woOW-
czas, gdy elementow strumienia wyrobu nie mozna uporzadkowa¢ w kolejnosci
ich otrzymywania. Z sytuacjg taka mamy do czynienia w przypadku strumienia
o duzych nat¢zeniach y. W takich przypadkach jednostkami losowania nie moga
by¢ sztuki wyrobu, lecz chwile, w ktorych nalezy pobiera¢ elementy zbiorowo-
$ci generalnej do proby. Do losowego wyboru owych chwil mozna wykorzystac¢
tablice liczb losowych albo tablice tzw. liczb ztotych, zaproponowanych przez
H. Steinhausa®. Fragment tablicy liczb ztotych zamieszczono w aneksie (tablica
VIII). Sposob postugiwania si¢ tymi tablicami ilustruje podany nizej przyktad.

Przyklad 2.5

Z obserwowanego strumienia wyrobu nalezato pobra¢ probke losowa o licz-
nosci n = 10, w przedziale 7 od godziny 10.00 do 14.00. W tym celu z tablicy
VIII (aneks) odczytano 10 kolejnych liczb ztotych. Utamkowe czesci tych liczb
(mantysy) zestawiono w kolumnie 2 tablicy 2.3. Warto$ci przedstawione w ko-
lumnie 3 sg iloczynami postaci W Az = w 4, gdzie w jest mantysa liczby zlotej,
natomiast Az = 14.00 — 10.00 = 4 oznacza dlugo$¢ przedziatu czasu, w ktorym
obserwowano proces produkcyjny. W kolumnach 5 i 6 tablicy 2.3 podano punk-
ty na osi czasu zegarowego, w ktorych nalezato pobra¢ kolejne elementy do prob-
ki.m

W przypadku gdy zbiorowo$¢ generalna ma postac strumienia kolejno gene-
rowanych elementow, przy konstruowaniu probki mozna zastosowac schemat
losowania znany jako losowanie systematyczne. Polega ono na tym, ze losowo
wyznacza si¢ poczatek sekwencji, a nastgpnie w regularnych odstepach pobiera

® Hugo Dionizy Steinhaus (1887-1972), matematyk i statystyk polski.
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Tablica 2.3
Wyznaczanie za pomoca liczb ztotych punktow pobierania elementéw do probki

Mantysa Punkt na osi czasu Czas pobierania
i liczby w przedziale (i) elementow
zZlotej 0,4 godziny minuty
1 2 3 4 5 6
1 0,6180 2,4720 1 10 22
2 0,2361 0,9444 2 10 43
3 0,8541 3,4164 3 10 57
4 0,4721 1,8884 4 11 18
5 0,0902 0,3608 5 11 53
6 0,7082 3,8328 6 12 15
7 0,3262 1,3048 7 12 28
8 0,9443 3,7772 8 12 50
9 0,5623 2,2492 9 13 25
10 0,1803 0,7212 10 13 47

Zrédto: opracowanie wiasne.

si¢ kolejne elementy zbiorowosci generalnej do proby. Jesli elementy strumienia
moga by¢ ponumerowane, to do probki trafiajg elementy o numerach:

Z =12y + ck, (2.11)

gdzie zo oznacza losowy poczatek sekwencji, K jest tzw. interwatem losowania,
czyli statym odstepem mig¢dzy elementami, natomiast ¢ =0, 1, 2, ... Jesli elemen-
ty strumienia nie mogg by¢ ponumerowane, to kolejne jednostki do proby pobie-
ra si¢ w chwilach wynikajacych ze wzoru:

t=t+ Ck, (212)

w Ktérym t, oznacza losowy poczatek sekwencji punktow na osi czasu. Przed-
stawiona procedura pozwala zapewni¢ reprezentatywno$¢ probki tylko wow-
czas, gdy mechanizm generujgcy elementy strumienia jest czysto losowy.

2.4. Zmienne losowe w badaniach empirycznych

W celu uzyskania mozliwo$ci operowania ilo§ciowymi charakterystykami
wiasciwosci badanych obiektow i zjawisk, a takze dla potrzeb numerycznych
analiz statystycznych, cechy nalezace do zbioru B (zob. wzdr (2.2)) przeksztatca
si¢ w odpowiednie zmienne, czyli ich liczbowe obrazy. Zauwazmy, ze cecha jest
pojeciem bardziej pierwotnym niz zmienna. Jednej cesze mozna przyporzadkowac
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tyle zmiennych, ile r6znych metod mozna zastosowa¢ do badania cechy B i ile

réznych funkcji pomiarowych mozna zdefiniowa¢ w konkretnym przypadku®.
Kazdej metodzie badania odpowiada pewien, charakterystyczny dla tej me-

tody, zbior rozroznialnych standw cechy B. Jest to zbior skonczony postaci:

B°={bj; j=1,2,...k} (2.13)
albo zbidr przeliczalny:

B°={bj; j=1,2 ..} (2.14)
O szczegbdtowej postaci tego zbioru decyduje zarowno natura cechy B, jak i za-
stosowana metoda jej badania.

Odwzorowujac zbior rozréznialnych stanéw (B°) w zbidr liczb rzeczywi-
stych, za pomoca funkcji pomiarowe;:

x: =f(b?), (2.15)

otrzymujemy zbior warto$ci odpowiedniej zmiennej losowej. Zbiodr ten bedzie-
my oznacza¢ symbolem X°. Moze to by¢ — analogicznie jak B° — albo zbior
skonczony:

X°={x‘J?; j=1,2,...,k} (2.16)
albo zbiér przeliczalny:

Xe={x{; j=1,2 .} (2.17)

Jesli zastosowana metoda badania jest bardzo czula, a wigc jesli ma ona
zdolnos¢ rozrozniania bardzo mato réznigcych si¢ stanow obiektow lub zjawisk,
to X° mozna interpretowac jako przedzial na osi liczb rzeczywistych. Zbior
(2.16) mozna wowczas zapisac nastepujaco:

X ={X: Xg < X< X}, (2.18)
natomiast w przypadku zbioru (2.17) mamy:

X° ={x: X< Xg} (2.19)
albo
XO = {X: X > Xg}. (2.20)

® Obszerniejsze oméwienie tych probleméw zainteresowany Czytelnik znajdzie w pracy
A. lwasiewicza: Problemy niepeinej sprawnosci diagnostycznej w statystycznej kontroli jakosci,
studium metodologiczne, Zeszyty Naukowe AE w Krakowie, Seria specjalna: Monografie,
nr 80, Krakéw 1987.
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Podkreslmy, ze traktowanie zbioru X° jako przedziatu na osi liczb rzeczywi-
stych jest zawsze wybiegiem formalnym, majacym na celu uzyskanie mozliwo-
$ci zastosowania cigglego modelu matematycznego. Zbiory X° sg z natury co
najwyzej przeliczalne, albowiem kazda metoda badania cechy B ma ograniczona
zdolno$¢ rozrézniania stanéw tej cechy.

Przyklad 2.6

Badano czas §wiecenia (T ) zarowek pewnego typu (zob. rozdziat 1, przyktad
1.9). Zastosowana aparatura pomiarowa rejestrowata stan kazdej zarowki (Swie-
ci, nie $wieci) w odstepach 15-minutowych (0,25 h). Tak wigc zbidr wartosci
(T°) obserwowanej zmiennej losowej T przedstawiat si¢ nast¢pujgco:

T° = {0; 0,25; 0,50; 0,75; ...}. (i)

Poniewaz jednak At = 0,25 h jest wartoscig bardzo mata w poréwnaniu z prze-
cigtnym czasem $wiecenia (w przyktadzie 1.9 przyjeto, ze wynosi on 800 h),
zatem w celu uzyskania mozliwos$ci zastosowania rozktadu wyktadniczego przy-
jeto, ze:

To={t: t>0}. (ii)

Nie zmienia to oczywiscie faktu, ze pewne wartosci nalezgce do przedziatu
[0; +o0) nie moga si¢ zrealizowac.®

W przypadku wielocechowego opisu badanych obiektow lub powtorzen
zjawiska, w rezultacie kwantyfikacji cech otrzymujemy wielowymiarowe
zmienne losowe. Zwrdo¢my uwage na przypadek, gdy kazdy obiekt, lub kazde
powtoérzenie zjawiska, badane jest ze wzgledu na dwie cechy (B; i B,). Kazdej

z tych cech odpowiada zbidr rozréznialnych stanow ( B; , B; ) charakterystyczny

dla zastosowanej metody badania. Dokonujac kwantyfikacji kazdej z tych cech
otrzymujemy dwuwymiarowg zmienng losowa (Xy, Xy), taka ze:

x: = fy(b;), (2.21)
X5; = falbs, ), (2.22)

gdzie b; e B ib;; e B.
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Zbior wartosci zmiennej losowej (Xy, X;) jest iloczynem kartezjanskim zbio-
row X; i X;.Mamy wigc:

(X7, X5) = X< X5 ={(x;,%5;): X € X[, X5;€ X} (2.23)

Przyklad 2.7

Przy badaniu fizyko-mechanicznych wtasciwosci dowolnego materiatu kon-
strukcyjnego wykonuje sie zwykle probe statycznego rozciggania. Celem takiego
badania jest wyznaczenie warto$ci kilku charakterystyk materiatu, przede wszyst-
kim wytrzymato$ci na rozcigganie (B;) i wydhuzenia wzglednego przy zerwaniu
(B2). W rezultacie kwantyfikacji obu tych cech otrzymujemy dwuwymiarowa
zmienng losowa (X3, Xz). Zbior wartosci tej zmiennej przedstawiono schematycz-
nie na rys. 2.1. Zauwazmy, ze teoretycznie zmienne X; i X, sg ciagte w przedzia-
tach (05 Xig) 1 (0; Xgg), Qdzie Xig i Xog sa najwigkszymi wartosciami zmiennych
Xy 1 X,, charakterystycznymi dla badanego materiatu. W konsekwencji, teoretycz-
nie zbiorem warto$ci zmiennej losowej (Xi, X,) jest iloczyn kartezjanski:

(05 Xg) x (05 Xag).

X- .
2 x 2 (03 x2g]

(O;ng] Xlo X24

*23

I ¢ SN o W ¢ Vg, S o W g WIN— ¢, W— o W— g
*22

> oo 0o O—— O O O O—(

i 2 *1g >
0| x| ¥z X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X
< X'IO >
< (0§x1g] >

Rys. 2.1. Zbioér warto$ci dwuwymiarowej zmiennej losowe;j
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Praktycznie jednak, skutkiem ograniczen wnoszonych przez instrumentarium
pomiarowe, zmienne X; i X, sa quasi-ciagte. W konsekwencji, zbior wartosci
zmiennej losowej (Xi, X;) redukuje si¢ do postaci, ktorg schematycznie pokaza-
nonarys.2.1.m

Rezultatem doswiadczenia jest zbior realizacji obserwowanej zmiennej loso-
wej. W przypadku wyczerpujacych badan zbiorowosSci generalnej A o licznos$ci
N, ze wzgledu na jedng ceche, otrzymujemy:

Xn={x; j=1,2,..,N}L (2.24)

Jesli badania majg charakter niewyczerpujacy, to rezultatem do$wiadczenia jest
zbidr realizacji postaci:

Xo={x; i=12,..n), (2.25)

gdzie n oznacza liczno$¢ probki poddanej badaniu.
W przypadku dwuwymiarowej zmiennej losowej (X3, X;) mamy:

(Xls XZ)N = {(le, ij); j =1,2,.. N} (226)
albo
(X1, X2 = {(xai, X2); 1=1,2,...,n}. (2.27)

Elementami tych zbiorow sa uporzadkowane pary liczb otrzymane w rezultacie
badania kolejnych elementéw zbiorowosci generalnej (A) albo proby (A). Po-

dane wzory mozna tatwo stransformowac do postaci odpowiadajacej k-wy-
miarowej zmiennej losowe;j.

Kazdy element zbioru realizacji zmiennej losowej, zarowno jednowymiaro-
wej jak 1 wielowymiarowej, mozna identyfikowac jako element odpowiedniego
zbioru wartosci. Je$li plan doswiadczenia jest logicznie spojny, to w rezultacie
badania dowolnego elementu zbiorowosci generalnej lub proby nie mozna uzy-
ska¢ wyniku spoza zbioru warto$ci i jednoczes$nie zbior ten nie moze zawierac
elementow, ktorych uzyskanie w rezultacie do§wiadczenia byloby niemozliwe.

2.5. Skale pomiarowe

Pomiar jest procesem empirycznym, polegajagcym na przyporzadkowywaniu
wartosci liczbowych stanom obserwowanych cech, zrealizowanych w badanych
obiektach lub powtoérzeniach zjawiska. Stosowane w tym postepowaniu funkcje
pomiarowe sg wiec funkcjami zbioro-liczbowymi. Dziedzing takiej funkcji jest
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zbidr obiektow (powtorzen zjawiska) lub ich stanow ze wzgledu na badang ce-
che, natomiast przeciwdziedzing jest pewien podzbior zbioru liczb rzeczywi-
stych. Funkcje pomiarowe muszg by¢ tak skonstruowane, by zapewnialy izo-
morfizm obiektowego systemu relacyjnego i liczbowego systemu relacyjnego.
Relacje migdzy liczbami uzyskiwanymi w rezultacie pomiaru muszg odwzoro-
wywa¢ relacje migdzy badanymi obiektami Iub powtdrzeniami zjawiska. Jesli
warunek ten nie jest spelniony, to proces przyporzadkowywania liczb nie jest
pomiarem. Wynika stad bezposrednio, ze jesli system pomiarowy wykorzysty-
wany w procesie pozyskiwania informacji nie jest wlasciwie skonstruowany, to
zbiory realizacji zmiennych losowych (zob. punkt 2.4) nie daja poprawnego ob-
razu obiektu lub zjawiska™.

Wyrdznia si¢ pie¢ typow skal pomiarowych, a mianowicie:

— skale nominalne,

— skale porzadkowe,

— skale przedziatowe,

— skale ilorazowe,

— skale absolutne.

Skala nominalna stosowana jest wowczas, gdy stany b; € B®, rozroézniane

przez zastosowang metode badania obiektu (zjawiska) ze wzgledu na cechg B sa
tylko roztgcznymi kategoriami jakoSciowymi. W takiej sytuacji izomorfizm
miedzy obiektowym systemem relacyjnym i liczbowym systemem relacyjnym
zostanie zachowany, jesli funkcja pomiarowa zostanie tak skonstruowana, by:

— jednakowym obiektom lub powtdrzeniom zjawiska przyporzadkowywala
jednakowe wartosci liczbowe 1 jednocze$nie by

— 16znym obiektom (powtorzeniom zjawiska) przyporzadkowywata rdzne
wartosci liczbowe.

Skala porzadkowa stosowana jest wowczas, gdy stany b].’ € B° sg nie tylko
roztacznymi kategoriami jakoSciowymi, ale gdy sa one takze uporzadkowane
wedlug rosnacej lub malejgcej preferencji. Oznacza to, ze miedzy dowolnymi
dwoma stanami b/, b; e B® zachodzi relacja poprzedzania b < b;, albo

b’ >~ bJ Potrafimy wigc zawsze wskazaé, ktory stan jest bardziej pozadany.

Oceny szkolne sg pomiarem wiedzy i umiejetnosci ucznia na skali porzadkowe;,
przy czym w polskim systemie szkolnym funkcja pomiarowa jest tak skon-
Struowana, ze stanowi bardziej preferowanemu przyporzadkowuje si¢ wigksza
liczbe. Miejsca zajmowane przez zawodnikow na mecie wyscigu kolarskiego sa

0 Obszerniejsze informacje na temat skal pomiarowych i ich zastosowan zainteresowany
Czytelnik znajdzie w opracowaniach: A. Gdralski, Metody opisu i wnioskowania statystycznego
w psychologii i pedagogice, PWN, Warszawa 1987 oraz M. Walesiak, Metody analizy danych
marketingowych, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1996.
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rowniez pomiarem ich wydolnos$ci i umiejgtnosci na skali porzadkowej. Obo-
wigzuje tu jednak konwencja, ze stanowi bardziej preferowanemu przyporzad-
kowuje si¢ mniejsza liczbe (numer zajetego miejsca).

Skala przedzialowa zachowuje wszystkie mozliwosci pomiarowe omowio-
nych wyzej skal (nominalnej i porzadkowej), a jednoczes$nie umozliwia pomiar
dystansu migdzy dowolnymi dwoma stanami b, , b; € B°. Jest to mozliwe dzig-

ki wyposazeniu skali w statg jednostke miary i umowne zero. Fakt, ze jest to ze-
ro umowne (a nie absolutne), decyduje o tym, ze wyniki pomiarow na skali
przedzialowej nie moga stanowi¢ podstawy do oceny stosunku mierzonych
wielkos$ci. Nie jest to mozliwe, albowiem zmiana polozenia owego umownego
zera na osi badanej zmiennej zmienia stosunki miedzy liczbami otrzymywanymi
w rezultacie pomiaru, mimo ze relacje mi¢dzy odpowiednimi stanami badanej
cechy pozostaja nie zmienione.

Przyklad 2.8

Skala termometryczna Celsjusza jest skalg przedzialowa. Dlatego tez jesli
temperatura jakiego$ ciata wzrosta z 20°C do 40°C, oznacza to tylko, ze wzrosta
ona o0 20°C. Nie jest natomiast prawda, ze temperatura tego ciata wzrosta dwu-
krotnie, mimo ze 40/20 = 2. Zauwazmy, ze gdybySmy przesun¢li umowne zero
do punktu oznaczajacego 10°C, to doszlibySmy do wniosku, ze temperatura
wzrosta trzykrotnie, mimo ze fizyczny (obiektywny) uktad relacyjny pozostalby
nie zmieniony. Gdyby$my byli zainteresowani oceng stosunku przytoczonych
powyzej poziomdéw temperatury, to powinniSmy postuzy¢ si¢ skalg temperatu-
rowa Kelvina. MielibySmy wowczas:

(273°C + 40°C)/(273°C + 20°C) = 313K/293K = 1,07.

Temperatura badanego ciata wzrosta wigc tylko 1,07 raza, czyli 0 7%.1

Skala ilorazowa zachowuje wszystkie mozliwo$ci pomiarowe skali przedzia-
towej, a dodatkowo — dzigki wyposazeniu jej w absolutne zero — umozliwia oce-
ne¢ stosunkow miedzy mierzonymi wielko$ciami. Skalg ilorazowa jest — na przy-
ktad — skala termometryczna Kelvina.

Przedstawione powyzej skale pomiarowe charakteryzuja si¢ r6zng moca. Za-
lezy ona od tego, jak liczna jest klasa dopuszczalnych transformacji funkcji po-
miarowej, czyli takich przeksztatcen tej funkcji, ktore nie niszcza izomorfizmu
miedzy obiektowym systemem relacyjnym i liczbowym systemem relacyjnym.
Tak pojmowana moc skali jest najnizsza w przypadku skali nominalnej, albo-
wiem dana funkcja pomiarowa moze tu by¢ zastgpiona dowolng inng funkcja
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réznowarto§ciowg. Skala porzadkowa jest mocniejsza niz skala nominalna, gdyz
dopuszczalne transformacje funkcji pomiarowej muszg spelnia¢ dodatkowe wa-
runki, wynikajace z relacji porzadku (<) w zbiorze obiektow (powtdrzen zjawi-
ska) 1 konieczno$ci zachowania tego porzadku (<, >) w odpowiednim zbiorze
liczb. W przypadku skali przedzialowej klasa dopuszczalnych przeksztatcen
funkcji pomiarowej ulega dalszemu ograniczeniu. Dopuszczalne sg tylko trans-
formacje postaci X' = a + cx, gdzie x jest wynikiem pomiaru na skali pierwotnej,
natomiast X’ oznacza wynik pomiaru na skali przeksztalconej, przy czym a € R
i ¢ € R". Skala przedziatowa ma wigc wigkszg moc niz skala porzadkowa, a tym
bardziej niz skala nominalna. W przypadku skali ilorazowej klasa dopuszczal-
nych transformacji ograniczona jest do przeksztatcen postaci X' = cx, ¢ € R". Jest
to wiec skala najmocniejsza sposrod dotychczas oméwionych. Zauwazmy, ze
klase transformacji charakterystyczna dla skali ilorazowej otrzymujemy przez
podstawienie a = 0 w rdwnaniu x’ = a + cX, odpowiadajacemu skali przedziato-
wej. Dalsze ograniczenie klasy dopuszczalnych przeksztalcen mozna osiggnac¢
przyjmujac ¢ = 1. Po dokonaniu takiego podstawienia mamy x' = x, czyli tzw.
przeksztatcenie identycznosciowe, charakterystyczne dla skali absolutnej. Wy-
nik pomiaru na takiej skali nie moze podlega¢ zadnym przeksztatceniom, jesli
ma zosta¢ zachowana informacja o badanym obiekcie lub zjawisku. Przyktadem
tego typu pomiaru jest zliczanie gtoséw w wyborach, zliczanie klientow wcho-
dzacych do sklepu w okre§lonym przedziale czasu, zliczanie wad w jednostce
produktu itp. Jakakolwiek transformacja uzyskanego wyniku niszczy izomor-
fizm miedzy obiektowym systemem relacyjnym a odpowiednim liczbowym sys-
temem relacyjnym.



Rozdzial 3

CHARAKTERYSTYKI OPISOWE ZMIENNYCH
LOSOWYCH W BADANIACH WYCZERPUJACYCH

3.1. Wprowadzenie

W rozwazaniach przedstawionych w tym rozdziale bedziemy zaktadaé, ze
skonczona zbiorowos¢ generalna A (0 elementach A;; i = 1, 2, ..., N) poddawana
jest badaniu wyczerpujgcemu. Omowimy przede wszystkim charakterystyki opi-
sowe jednowymiarowych zmiennych losowych, a spo$rod zmiennych wielowy-
miarowych najwigcej uwagi poswigcimy zmiennym losowym dwuwymiarowym,
a takze trojwymiarowym.

W przypadku jednowymiarowej zmiennej losowej X, w rezultacie doswiad-
czenia otrzymujemy zbidr realizacji postaci (2.26). Zbidr ten zapiszemy obecnie
nastepujaco:

Xn ={x; i=1,2,.., N}

Otrzymany w rezultacie doswiadczenia zbior realizacji k-wymiarowej zmiennej
losowej (X4, Xy, ..., Xi) ma postaé:

(Xl, Xz, vy Xk)N = {(Xli! X2iy veny in); i= 1, 2, ey N},

przy czym warto$ci Xy, Xz, ..., Xki sa realizacjami zmiennych losowych
X1, Xz, ..., Xk W tym samym elemencie A; € A.

Jesli obserwowana zmienna losowa jest dwuwymiarowa (k = 2), to zbior rea-
lizacji przybiera posta¢ (2.34). Tak wiec dwuwymiarowej zmiennej losowej
(Y, X) odpowiada zbior realizacji:

(Y, X)n ={(yi, x); i=1,2,...,N}
W przypadku tréjwymiarowej zmiennej losowej (Y, Xi, X,) mamy natomiast:

(Y, X1X2)N = {(yi, X1 Xzi); i=12, .., N}.
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Informacje zawarte w tych zbiorach nie sg obcigzone btedami zwigzanymi
z pobieraniem prébki, albowiem — zgodnie z przyjetym zatozeniem — badaniu
podlega cata zbiorowos$¢ A. Wyczerpujacy charakter badan nie uwalnia nato-
miast podanych powyzej zbiorow od btedow generowanych w procesie pozy-
skiwania informacji, a wigc od btgdow pojawiajgcych si¢ podczas rozpoznawa-
nia stanu kolejnych elementow A; € A, a takze podczas przyporzadkowywania
tym elementom wartosci liczbowych. Ma to ten skutek, ze przy wielokrotnym
powtarzaniu wyczerpujacego badania zbiorowosci A, w kolejnych krokach po-
stepowania nie nalezy oczekiwac takich samych zbiorow realizacji postaci Xy
albo (X1, Xo)n. Zjawisko to nie wystepuje tylko w najprostszych uktadach do-
swiadczalnych. Jes§li — na przyktad — doswiadczenie polegatoby na rozsegrego-
waniu kul bialych i czarnych, to mozna oczekiwac, ze wszystkie kolejne powtd-
rzenia badania zakonczg si¢ takim samym rezultatem. Jesli jednak segregowane
kule mato r6znityby si¢ kolorem (na przyktad dwa odcienie szarosci), to jest rze-
cza niemal pewna, ze w kolejnych powtorzeniach do§wiadczenia otrzymywali-
bySmy rozne zbiory realizacji, ogdlnej postaci Xy. Tak wiec, jesli wylaczy¢
z pola rozwazan pewne ekstremalnie uproszczone uktady doswiadczalne, to na-
lezy przyjaé, ze badanie wyczerpujace dostarcza informacji o empirycznym roz-
ktadzie obserwowanej zmiennej losowej w przeprowadzonym do$wiadczeniu.
Wynika stad bezposrednio, ze rola metod statystycznych w badaniach wyczerpu-
jacych sprowadza si¢ do syntetycznego opisu wynikow eksperymentu.

3.2. Jednowymiarowe zmienne losowe

3.2.1. Rozklad empiryczny

Pod pojeciem rozktadu empirycznego, albo rozktadu liczebnosci lub rozkta-
du czestosci, bedziemy rozumie¢ funkcje odwzorowujaca zbior realizacji Xy
w odpowiedni zbior wartosci X°. Funkcja ta opisuje regule rzadzaca procesem
rozdziatu (dystrybucji) realizacji X; € Xy pomigdzy poszczegdlne wartosci X; € X°

albo pomiedzy wyr6znione podzbiory zbioru X°. Do opisu tej reguty wykorzy-
stuje si¢ dwojakiego rodzaju charakterystyki, a mianowicie szereg rozdzielczy
oraz szereg kumulacyjny. Pojeciowo odpowiadajg one charakterystykom rozkta-
du prawdopodobienstwa zmiennej losowej, omoéwionym w rozdziale 1. Szereg
rozdzielczy jest empirycznym odpowiednikiem funkcji prawdopodobienstwa
i funkcji gestosci prawdopodobienstwa, natomiast szereg kumulacyjny jest empi-
rycznym analogiem dystrybuanty.
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3.2.1.1. Szereg rozdzielczy
Zbior realizacji Xy nazywany jest w statystyce opisowej szczegdétowym sze-

regiem statystycznym®. Kazdy element tego szeregu mozna identyfikowaé jako
element zbioru wartosci X°, albowiem:

AV X =Xj, XXy Xje X (3.1)
1 ]

W konsekwencji, w przypadku dyskretnej zmiennej losowej szczegdtowy szereg
statystyczny Xy mozna stransformowac do postaci:

x| f, = f(x))
5| f, = f(x3)
) . ) . (3.2)
SPho= Tg)
el foo = f(xp)

gdzie f; = f( X‘Jf) oznacza liczbe realizacji zmiennej losowej X w zbiorze Xy

0 wartosciach rownych X} j=1,2, ...,k
Zauwazmy, ze zachodzi nastgpujaca zaleznosc:

k

f,=N. (3.3)

i1

Liczebnosci fj (nazywane tez frekwencjami) mozna zastapi¢ w szeregu (3.2) od-
powiednimi czestosciami wzglednymi:

. i
W) vy g B2k, @4
2
j=1
takimi, ze:
k
Zvj=1. (3.5)
j=1

! Zauwazmy, ze okre$lenie ,,szereg” ma w statystyce inne znaczenie niz w analizie matema-
tycznej.
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Szereg rozdzielczy (3.2) mozna wigc zapisac nastepujaco:

P v = v(x)
X231 Vo = v(x3)
- 0 (3.6)
50V = vig)
Xe | Ve = vix)

Przyklad 3.1

Przedmiotem badania byta partia pewnego produktu przemystowego o licz-
nosci N = 40. Kazda sztuke poddano badaniu, ktérego celem byto wykrycie wad
technologicznych. Liczba wad w danej sztuce jest realizacja obserwowanej
zmiennej losowej X. Wyniki badan — czyli zbidr realizacji Xy — przedstawiono
w tablicy 3.1.

Tablica 3.1
Wyniki badania liczby wad technologicznych w jednostce produktu

i Xi i Xi i Xi i Xi
1 2 1 2 1 2 1 2
1 0 11 1 21 0 31 1
2 0 12 0 22 0 32 2
3 2 13 0 23 0 33 0
4 1 14 1 24 1 34 0
5 0 15 0 25 1 35 0
6 0 16 3 26 1 36 0
7 0 17 0 27 0 37 1
8 1 18 0 28 0 38 0
9 0 19 1 29 1 39 0
10 0 20 0 30 1 40 2

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Zbidr wartosci ma posta¢ X° = {0, 1, 2, 3}. Zauwazmy, ze zbidr ten mozna
okresli¢ dopiero po zakonczeniu badan, albowiem nie ma zadnych teoretycznych
przestanek, pozwalajagcych wskaza¢ najwiekszg liczbe wad technologicznych
w jednostce produktu. Identyfikujgc kolejne wartosci X; z tablicy 3.1, jako ele-
menty zbioru X°, sporzadzono tablice 3.2. Kolumny 2 i 3 przedstawiajg szereg
rozdzielczy postaci (3.2), natomiast kolumny 2 1 4 przedstawiaja szereg roz-
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dzielczy (3.6). Graficzng ilustracja tych obu szeregow jest rys. 3.1. Wykres po-
kazany na tym rysunku nazywany jest wielobokiem czgsto$ci wzglednych.l

Tablica 3.2

Szeregi rozdzielcze liczby wad technologicznych w jednostce produktu;

szereg szczegOlowy w tablicy 3.1

] X] fi Vi
1 2 3 4
1 0 24 0,600
2 1 12 0,300
3 2 3 0,075
4 3 1 0,025
> * 40 1,000
Zrédlo: opracowanie whasne.
\ A
vx?) | fx)

0,625 — 25 —

0,500 — 20 _

0375 — 15 _

0250 — 10 :

0,125 — 5 _ i

0 — 0 I D R S S

S -0+
[
(S

Rys. 3.1. Rozktad liczebnosci i rozktad czgstosci wzglednych

dyskretnej zmiennej losowej
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W przypadku gdy zbiér X° ma posta¢ (2.18), a wiec gdy obserwowana
zmienna losowa X jest ciaglta w przedziale [Xq, X4], przedstawione powyzej po-
stgpowanie nie moze by¢ zrealizowane, albowiem kazdy przedzial [Xq4, Xg] < R
jest zbiorem nieprzeliczalnym. W takiej sytuacji konstruowanie szeregu roz-
dzielczego przebiega wedtug podanego ponizej schematu.

— Nalezy znalez¢ warto$¢ najmniejsza (Xmin) oraz warto$¢ najwigksza (Xmax)
w zbiorze realizacji Xy. Wartosci te wyznaczaja przedzial zmiennoS$ci
[Xmin, Xmax] < [Xd, Xg], 0 dtugosci Xmax — Xmin-

— Przedzial zmiennosci nalezy rozcia¢ na K przedziatow klasowych o dhugo-
Sci |. Warto$é k nalezy wyznaczy¢ wedtug nastepujacych wzorow?:

k’=1+ 3,3 IglO N , (37)

05VN <k <+/N . (3.8)

W przypadku wzoru (3.7) warto$¢ k uzyskuje sie przez zaokraglenie k’ do naj-
blizszej liczby catkowite;.
—Jesli iloraz:

max min (3.9)

ma warto$¢ utrudniajacg dalsze operacje numeryczne, to nalezy skorygowac

!

konce przedzialu zmiennosci. Kres dolny mozna skorygowa¢ do poziomu X/, ,
< Xmin, NAtomiast gérny do poziomu x

'
max

Mozna rowniez korygowac tylko kres dolny albo tylko kres gorny.
— Majgc wartosci X/, | Xpa Mozna wyznaczy¢ dtugos¢ przedziatu klaso-

!
min

!

takiego ze Xg < X max: Spelniajacego

nierownos¢ Xmax < Xr., < Xg. Korekta ta powinna by¢ mozliwie najmniejsza.

n
wego wedlug wzoru:

| = max

min_ (3.10)

2 Wzor (3.7) zaczerpnigto z ksiazki: A.K. Govil, Definitions and Formulae in Statistics, 2. ed.,
Macmillan Press, London 1984, s. 2. W ksiazce: S.C. Puri, D. Ennis, K. Mullen, Statistical Quality
Control for Food and Agricultural Scientists, G.K. Hall and Co., Boston, Massachusetts 1979,
s. 21, zaproponowano zalezno$¢ k ={N. Wzor (3.8) stanowi rozwinieta forme tej propozycji.
Wzér ten zaczerpnieto z ksiazki: D. Bobrowski, Probabilistyka w zastosowaniach technicznych,
WNT, Warszawa 1980, s. 41.
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— Kolejne przedziaty klasowe maja postac:
(Xa,s Xg,], (3.11)

przy czym: j=1,2, ..., K; Xa1 = Xfin s Xgk = Xfax » Xgj — Xa,j = 1.
— Kolejne realizacje x; € Xy zalicza sie do odpowiednich przedziatow kla-

sowych. Realizacja x; nalezy do j-tego przedziatu klasowego, gdy spelniona jest
podwajna nierownosé:

Xd,j <X < Xg,j - (312)

W rezultacie takiego postgpowania otrzymuje si¢ szereg rozdzielczy postaci:

(X Xgal | 1)
(Xg2iXg21| f,

ajixgil| f, (3.13)

(Xgu:Xgul |  fi

Zastgpujac liczebnosci f; odpowiednimi czgstosciami wzglednymi v; mamy:

(Xg.1:Xg11 | v
(Xg2iXg2l| v,

3.14
(Xg.ji%g. 1| v .

XguiXgul| Vi

gdzie v; wynika ze wzoru (3.4).

Przyklad 3.2

Badaniu poddano N = 36 plastyfikatow polichlorowinylowych, wykonanych
metodg odlewania i zelatynizacji bezci$nieniowej, w temperaturze 443 K, w cza-
sie 30 minut. Badano dorazna wytrzymato$¢ na rozciaganie (R;). Otrzymane
wyniki pomiaréw (kG/cm?) przedstawiono w tablicy 3.3.



96

Tablica 3.3

Wyniki pomiaréw doraznej wytrzymatosci na rozciaganie plastyfikatow
polichlorowinylowych

. X . X . X

! R, (kG/cm?) ' R, (kG/cm?) ! R, (kG/cm?)

1 2 1 2 1 2

1 73,70 13 77,43 25 84,35

2 61,64 14 76,47 26 78,70

3 78,24 15 72,22 27 67,88

4 67,68 16 77,03 28 71,20

5 87,28 17 75,36 29 75,48

6 86,39 18 68,12 30 79,64

7 81,98 19 77,04 31 77,65

8 73,41 20 74,20 32 75,57

9 86,43 21 77,85 33 82,49
10 76,00 22 88,21 34 87,50
11 83,82 23 77,27 35 77,40
12 72,34 24 82,60 36 78,81

Zrodlo: badania wiasne.
Tablica 3.4

Konstruowanie szeregu rozdzielczego ciaglej zmiennej losowe;j

. . Zaliczanie obserwacji

] (X4 Xg,] do przedziatow f Vi

1 2 3 4 5

1 (61,50; 66,00] l 1 0,028
2 (66,00; 70,50] L 3 0,083
3 (70,50; 75,00] =1 | 6 0,167
4 (75,00, 79,50] 1 =1 &= 15 0,416
5 (79,50; 84,00] | 5 0,139
6 (84,00; 88,50] [ 6 0,167
Y * * 36 1,000

Zrbdlo: opracowanie wilasne.

Badang zmienng losowa oznaczono symbolem X, a jej realizacje w poszcze-
golnych plastyfikatach symbolem x;, przy czym i = 1, 2, ..., 36. Tablica 3.3
przedstawia zbior Xy, czyli szczegétowy szereg statystyczny. Z tablicy wynika,
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7€ Xmin = 61,64 0raz Xpax = 88,21. Warto$¢ Xmin zaokraglamy do x/. = 61,50, na-

min

tomiast warto$¢ Xmax d0 X/, = 88,50. Wykorzystujac wzory (3.7) 1 (3.10) mamy:

k=1+3,3195036~6,1358 =6,

~ 88,50— 61,50

I =4,50.

Technike konstruowania szeregu rozdzielczego ciaglej zmiennej losowej X
pokazano w tablicy 3.4. Kolumny 2 i 4 przedstawiaja szereg rozdzielczy postaci
(3.13), natomiast kolumny 2 i 5 to szereg rozdzielczy postaci (3.14). Na rys. 3.2
pokazano histogram (wykres stupkowy), bedacy graficznym obrazem obu szere-
gow rozdzielczych. Przerywang linig zaznaczono tez odpowiedni wielobok
liczebnos$ci (wielobok czestosci wzglednych). B

4 A

v(x°) Sx°)
0,556 — 20 —
0417 — 15— —a—
0278 — 10 —

0,139 —

(]

(=]
I
[=]

>
I i

I
61,5 66,0 705 750 79,5 84,0 885 x°

Rys. 3.2. Rozktad liczebnosci i rozktad czgstosci wzglednych ciaglej
zmiennej losowej
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3.2.1.2. Szereg kumulacyjny

Szereg kumulacyjny (albo skumulowany) mozna skonstruowaé zaréwno
W oparciu o szereg szczegdlowy, jak i szereg rozdzielczy. Jesli punktem wyjscia

jest szereg rozdzielczy dyskretnej zmiennej losowej, to szereg kumulacyjny ma
postac:

Xf f1
X5 f+f,
1
X fi+fy+..+ 1 (315)
xp| f+fh+.+f+ 46 =N
albo

Xf Vi
x5 | VitV,

(3.16)

x| ViV etV

Xg | VitV +..+Vj+.o.+v=1

Kazdy element szeregu (3.15) informuje, ile realizacji obserwowanej zmiennej
losowej X ma wartosci nie przekraczajace X°, natomiast kazdy element szeregu

(3.16) odpowiada na pytanie, jaka frakcja realizacji nie przekracza wartosci X]f .

W przypadku ciaglej zmiennej losowej mamy:

(Xq.15 Xg11| £
(X425 xg'z] f+f,

. ‘ (3.17)
(xd_j,xg_j] f1+f2+...+fj

Xgps Xgul| - fi+fh++f+..+f =N
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(Xg.15 Xg11 | vy
(X425 xg_z] Vv, +V,

(3.18)

(Xq.js Xgj1 | Vi+Vy+...4V;

(Xgus Xgi] | Vi+Vy+o4Vj+.4y =1

Kolejne elementy szeregu (3.17) informuja, ile realizacji obserwowanej
zmiennej losowej X nie przewyzsza gornego kresu j-tego przedziatu klasowego,
czyli wartosci Xqj; ] = 1, 2, ..., k. Kolejne elementy szeregu (3.18) odpowiadaja
na pytanie, jaka frakcja realizacji nie przewyzsza wartosci Xqj. Jesli szereg ku-
mulacyjny konstruowany jest w oparciu 0 szczegbélowy szereg statystyczny, to
postepowanie jest dwuetapowe. W pierwszym etapie porzadkuje si¢ zbior reali-
zacji Xy za pomoca relacji ,,<”. W rezultacie otrzymuje sie tzw. szereg pozycyj-
ny, czyli zbior:

oy ()=1,2,..,N}, (3.19)
taki ze:
X@) < X(2) < oL < Xi) < o < X(N)- (320)

Szereg ten rozcina si¢ na ciagi realizacji X;, o takich samych warto$ciach.
W kazdym takim ciggu wyznacza si¢ najwigksza wartos¢ wskaznika (i). Warto$¢
te oznaczymy symbolem (i ). Nastepnie konstruuje si¢ zbior postaci:

xy, (D] (1) et} (3.21)

albo zbior:

T A3 (i) e 1, (3.22)

gdzie | jest zbiorem wartosci wskaznika i. Jesli w szeregu pozycyjnym (3.19)
nie ma ciggow realizacji X o takich samych warto$ciach, to wszystkie wartosci
wskaznika (i) oraz (i ) sg sobie rowne. Szereg kumulacyjny (3.22) mozna strans-
formowac do postaci okreslonej jako dystrybuanta empiryczna. Jesli przyja¢ de-
finicj¢ dystrybuanty wyrazong wzorem (1.37), to wowczas dystrybuanta empi-
ryczna ma postac:
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0 dlax < X(,)

| —
-

Fn(x) = dla X; ) SX<X;, (3.23)

I—‘Zl

dla x> XG,)

gdzie (i r) 0znacza najwigksza warto$¢ wskaznika (i) W r-tym ciagu realizacji X
0 takich samych warto$ciach, natomiast r =1, 2, ..., k.

Jesli w szeregu pozycyjnym (3.19) nie wystgpuja ciagi realizacji X 0 takich
samych warto$ciach, to dystrybuanta empiryczna ma postac:

0 dla x < X
FN(X) = (Ill—) dla X(i) £ X < X(i)+1 (324)
1 dla x > X

przy czym (i) =1, 2, ..., N.

Przyklad 3.3

Skonstruujemy szeregi kumulacyjne i dystrybuant¢ empiryczng w oparciu
0 pierwotne wyniki obserwacji zestawione w tablicy 3.1. W rezultacie uporzad-
kowania zbioru Xy (tablica 3.1) za pomoca relacji ,,<” otrzymano szereg pozy-
cyjny przedstawiony w tablicy 3.5. Stosujac wzory (3.21) 1 (3.22) otrzymujemy:

{(0; 24), (1, 36), (2; 39) (3; 40)},

{(0; 24/40), (1; 36/40), (2; 39/40), (3; 40/40)}.

Przy konstruowaniu tych szeregéw kumulacyjnych uwzgledniono fakt, ze w ta-
blicy 3.5:

— najwyzsza wartos¢ (i) w ciagu par [0; (i)] wynosi (i) = 24,

— najwyzsza warto$¢ (i) w ciagu par [1; (i)] wynosi (i) = 36,

—najwyzsza warto$¢ (i) w ciagu par [2; (i)] wynosi (i) =39,

— podzbior par [3; (i)] jest jednoelementowy i w konsekwencji mamy (i) =
= (i) =40.
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Graficznym obrazem skonstruowanych szeregéw kumulacyjnych jest wy-
kres przedstawiony na rys. 3.3. Wykorzystujagc wzor (3.23) otrzymujemy naste-
pujaca postac¢ dystrybuanty empiryczne;j:

Tablica 3.5
Szereg pozycyjny dyskretnej zmiennej losowej; dane pierwotne w tablicy 3.1
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 1 0 11 17 0 21 35 0 31 25 1
2 2 0 12 18 0 22 36 0 32 26 1
3 5 0 13 20 0 23 38 0 33 29 1
4 6 0 14 21 0 24 39 0 34 30 1
5 7 0 15 22 0 25 1 35 31 1
6 9 0 16 23 0 26 8 1 36 37 1
7 10 0 17 27 0 27 11 1 37 3 2
8 12 0 18 28 0 28 14 1 38 32 2
9 13 0 19 33 0 29 19 1 39 40 2
10 15 0 20 34 0 30 24 1 40 16 3
Zrédlo: opracowanie wihasne.
Zv(x°) Zf(x°)
1,0 — 40 — )
— — /‘0”
_ _ 7
0,875 — 35 — /
_ ] /
/
— — /
i i /
0,75 — 30 — /
] ] /
— — /
/
- - /
— — II
0,625 — 25—
e
0,5 _:.7 20— |
i
0 1 2 3 x

Rys. 3.3. Szeregi kumulacyjne dyskretnej zmiennej losowej
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0 dlax<0
24/40=0,6 dla0<x<1
Fao(X) = <36/40=0,9 dlal<x<2
39/40=0,975 dla2<x<3
40/40=1 dlax>3

W tablicy 3.5 wystepuja k = 4 ciagi realizacji X; 0 takich samych warto-
Sciach, a mianowicie:

r=1; 24-elementowy ciag zer; =24,
r=2; 12-elementowy ciag jedynek; i, =36,
r=3; 3-elementowy ciag dwojek; i3=39,
r=4; 4-elementowy ciag trojek; i, =40.
A
Fy(x)
1,0 — :._?T—
W
od L0
IR
e S
s b
wl i
wd L
ol i
I
.
0 1 2 3 x

Rys. 3.4. Dystrybuanta empiryczna

Wykres dystrybuanty empirycznej pokazano narys. 3.4.1
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Przyklad 3.4

Skonstruujemy obecnie szeregi kumulacyjne ciaglej zmiennej losowej. Wy-
korzystamy do tego celu zbior Xy przedstawiony w tablicy 3.3.

Porzadkujac zbidr Xy za pomoca relacji ,,<” otrzymujemy szereg pozycyjny
przedstawiony w tablicy 3.6. W szeregu tym nie ma realizacji o powtarzajacych
si¢ wartosciach. Jest to skutek ciaglosci badanej zmiennej losowej. Stosujac
wzory (3.21) 1 (3.22) mamy wigc:

{(61,64; 1), (67,68; 2), (67,88; 3), ..., (88,21; 36)}

oraz
{(61,64; 1/36), (67,68; 2/36), (67,88; 3/36), ..., (88,21; 36/36)}.
Tablica 3.6
Szereg pozycyjny ciaglej zmiennej losowej; dane pierwotne w tablicy 3.3
0] i X() () i X() () i Xy
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 61,64 13 32 75,57 25 36 78,81
2 4 67,68 14 10 76,00 26 30 79,64
3 27 67,88 15 14 76,47 27 7 81,98
4 18 68,12 16 16 77,03 28 33 82,49
5 28 71,20 17 19 77,04 29 11 83,82
6 15 72,22 18 23 77,27 30 25 84,35
7 12 72,34 19 35 77,40 31 24 84,60
8 73,41 20 13 77,43 32 6 86,39
9 1 73,70 21 31 77,65 33 9 86,43
10 20 74,20 22 21 77,85 34 5 87,28
11 17 75,36 23 3 78,24 35 34 87,50
12 29 75,48 24 26 78,70 36 22 88,21

Zrodlo: opracowanie wiasne.

W tablicy 3.7 pokazano proces konstruowania szeregu kumulacyjnego cig-
glej zmiennej losowej w oparciu o szereg rozdzielczy. Uzyskane rozwigzania
odbiegaja oczywiscie od szeregéw kumulacyjnych skonstruowanych na podsta-
wie danych pierwotnych. Jest to konsekwencja grupowania realizacji obserwo-
wanej zmiennej losowej podczas konstruowania szeregu rozdzielczego. Tak
wigc szeregi kumulacyjne przedstawione w tablicy 3.7 nalezy traktowac¢ jako
rozwigzania przyblizone. Kryterium poprawnosci takich rozwigzan stanowi ich
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niesprzecznos¢ z rozwigzaniem doktadnym. W rozwazanym przypadku warunek
ten jest spetniony. Graficzng ilustracjg szeregéw kumulacyjnych przedstawio-
nych w tablicy 3.7 jest rys. 3.5.

Tablica 3.7

Konstruowanie szeregu kumulacyjnego ciagtej zmiennej losowej
na podstawie szeregu rozdzielczego

S S
. . f. V.
j s (Xajs Xg,l fi ,Z:;‘ ! Vi /Z=:1 !
1 2 3 4 5 6 7
1 1 (61,50; 66,00] 1 1 1 1
36 36
2 2 (66,00; 70,50] 1 4 3 4
36 36
3 3 (70,50; 75,00] 6 10 6 10
36 36
4 4 (75,00; 79,50] 15 25 5 2
36 36
5 5 (79,50; 84,00] 5 30 S 30
36 36
6 6 (84,00; 88,50] 6 36 6 1
36
) * 36 * 1 *

Zrédto: opracowanie wilasne.

Do kumulacyjnych charakterystyk rozktadu empirycznego zaliczana jest
takze funkcja nazywana ogiwa. Dziedzing tej funkcji jest zbior:

{(); i=1,2,.., N},
natomiast przeciwdziedzing jest zbior:
{X(i); i= 1, 2, vy N}

Ogiwa opisuje wigc proces narastania wartosci obserwowanej zmiennej losowej
w uporzadkowanym zbiorze realizacji tej zmiennej. Na rys. 3.6 przedstawiono
wykres ogiwy sporzadzony w oparciu o szereg pozycyjny z tablicy 3.6.l
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61,5 660 70,5 750 79,5 84,0 88,

Zf(x°)

5

-_%.

Zv(x°)

1,000 |
0,972 —|
0,278

0,139

0

5 x°

Rys. 3.5. Szeregi kumulacyjne ciagltej zmiennej losowe;j

o

X@

I
(=4
N

o
o
L I I O O I A
(=4 (=4 f=4
o ~ o

Rys. 3.6. Ogiwa
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3.2.2. Miary polozenia

Omowione powyzej charakterystyki rozktadu empirycznego jednowymiaro-
wej zmiennej losowej sg bardzo waznymi narz¢dziami analizy statystycznej. Po-
zwalajg one ocenia¢ w szczegolnosci pewne cechy strukturalne zbioru realizacji
Xn. Owe cechy strukturalne nie wyczerpujg jednak formutowanych zwykle pytan.
Szczegolnie czgsto przedmiotem zainteresowania badacza jest ten poziom bada-
nej cechy, o ktorym mozna zaktadaé, ze zostat uksztattowany dziataniem czyn-
nikow systematycznych, kontrolowanych poprzez cechy kwalifikujace K, € K. Do
wyodrebnienia tego sktadnika systematycznego stuza warto$ci przecigtne, na-
zywane tez miarami potozenia rozktadu empirycznego na osi liczb rzeczywi-
stych. Ponizej oméwimy dwa typy miar polozenia, a mianowicie $rednie oraz
tzw. przecigtne pozycyjne.

3.2.2.1. Srednia arytmetyczna

Jesli funkcjonujace w doswiadczeniu czynniki systematyczne i losowe maja
charakter addytywny, to kazda realizacj¢ X; € Xy mozna zapisa¢ w formie naste-
pujacej sumy:

Xj= X+ g, (325)

w ktdrej X wyraza efekt dziatania czynnikéw systematycznych, natomiast e; jest
efektem dziatania czynnikow losowych. Warto§¢ X pozostaje stata w catym do-
$wiadczeniu, natomiast wartosci €; zmieniajg si¢ w kolejnych powtorzeniach ba-
dania. Zapisujac kazdg realizacj¢ X; € Xy W postaci rownania (3.25) otrzymuje-
my nastepujacy uktad rownan:

X| =X+¢
X2 =i+62
N (3.26)
Xj =X + €j
XN =i+eN

Nie mozna poda¢ jednoznacznego rozwigzania tego uktadu. Mozna natomiast
zazada¢ — zgodnie z ideg metody najmniejszych kwadratow — aby:
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ZN:(Xi ~-X)? = ieﬁ = minimum. (3.27)
i=1 i=1

Sumg¢ t¢ bedziemy rozpatrywac jako funkcje X. Aby znalez¢é wartos¢ X, przy
ktorej funkcja:

f(X) = i(xi —X)? (3.28)
i=1

osigga minimum, wystarczy wyznaczy¢ pierwsza pochodng wzgledem X, a na-
stepnie przyrownac ja do zera. Mamy wigc:

N
A -X)?
df (9 __ia =2(x; — %) +2(X, — %) +...
dx dx
(3.29)
N
A 206G = X) +.+ 2(Xy —X) =2 X; —2NX.
i=1
Po przyréwnaniu do zera otrzymujemy:
N
2) % —2NX=0,
i=1
N
2%
x=1L (3.30)

Okazuje si¢ wiec, ze poszukiwany sktadnik systematyczny w réwnaniach (3.26)
jest $rednig arytmetyczng realizacji X; € Xy.

Wz6r (3.30) znajduje zastosowanie wowczas, gdy realizacje obserwowanej
zmiennej losowej X dane sg w postaci szczegdtowego szeregu statystycznego
(pierwotnego lub pozycyjnego). W przypadku szeregu rozdzielczego mamy na-
tomiast:
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%X?fi J_zix?fi

— = (3.31)

i

=1

X =

J

Jesli badana zmienna losowa X jest ciagla, to X]f nalezy interpretowac jako $ro-

dek j-tego przedziatu klasowego. Mamy wowczas:

o _XdijitXgj
Wykorzystujac definicje czgstosci wzglednej (3.4), wzor (3.31) mozna strans-
formowac do postaci:

k
X=2 Xjv; . (3.33)
i=

—_

Srednia arytmetyczna obliczana wedtug wzoréw (3.31) i (3.33) nazywana
jest érednig arytmetyczng wazong. Podkre$la sie w ten sposob, ze poszczegol-
j
wystepowania w zbiorze realizacji Xy. Niezaleznie od tego, w jaki sposob obli-
czono warto$¢ X, $rednia arytmetyczna ma pewne wlasnosci formalne, ktorych
znajomo$¢ moze ulatwi¢ analiz¢ materialu statystycznego. Zauwazmy przede
wszystkim, ze:

nym warto§ciom XS e X° nadano roézne wagi, proporcjonalne do czestosci ich

Xmin < X =< Xmax (334)

X@) <X < XNy » (335)

gdzie Xmin = X jest kresem dolnym, natomiast Xmax = X(vy jest kresem gornym
zbioru realizacji Xy. Zauwazmy tez, ze:

XN =Yx;, (3.36)
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i(xi -X)=0, (3.37)
i=1
N
(x; —X)? =minimum (3.38)
2 (%
i=1
i w konsekwencji
N N
D% =% <D (% —a), (3.39)
i=1 i=1

gdzie a jest dowolng liczba rzeczywista.

W przypadku szeregu rozdzielczego te same wlasnosci zapiszemy nastepu-
jaco:

k k
)?ij :ZXEij f (3363.)
= =
K
D (x5 -x)=0, (3.373)
=
K
> £ (x5 =%)* = minimum, (3.38a)
=
S 2% 2
;fj(x;—i) s;fj(x]—a) . (3.39)
i= i=

Przyklad 3.5

W tablicy 3.8 przedstawiono obliczenia zwigzane z wyznaczaniem s$redniej
arytmetycznej wedtug wzoru (3.31). Kolumny 1-3 pochodza z tablicy 3.4. Ze-

stawione w kolumnie 4 $rodki przedzialéw klasowych (xj) obliczono wedtug

wzoru (3.32). Podstawiajac sumy kolumn 3 i 5 do wzoru (3.31) otrzymujemy:
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Tablica 3.8

Obliczanie $redniej arytmetycznej z szeregu rozdzielczego ciagtej zmiennej losowej X

i (Xa,s Xgj] f; x‘i xj fJ—
1 2 3 4 5

1 (61,50; 66,00] 1 63,75 63,75
2 (66,00; 70,50] 3 68,25 204,75
3 (70,50; 75,00] 6 72,75 436,50
4 (75,00; 79,50] 15 77,25 1158,75
5 (79,50; 84,00] 5 81,75 408,75
6 (84,00; 88,50] 6 86,25 517,50
2 * 36 * 2790,00

Zrédto: opracowanie wilasne.

Tablica 3.9

Obliczanie $redniej arytmetycznej z szeregu rozdzielczego ciagtej zmiennej losowej X

j (Xa,; Xg,il v x‘} x‘] Vi

1 2 3 4 5

1 (61,50; 66,00] 0,028 63,75 1,78500
2 (66,00; 70,50] 0,083 68,25 5,66475
3 (70,50; 75,00] 0,167 72,75 12,14925
4 (75,00; 79,50] 0,416 77,25 32,13600
5 (79,50; 84,00] 0,139 81,75 11,36325
6 (84,00; 88,50] 0,167 86,25 14,40375
) * 1,000 * 77,50200

Zrodho: opracowanie wilasne.

W tablicy 3.9 pokazano obliczenia niezbedne dla wyznaczenia S$redniej
arytmetycznej wedlug wzoru (3.33). Suma kolumny 5 jest poszukiwang $rednig
arytmetyczna. Mamy mianowicie: X = 77,50200 ~ 77,50. Srednia arytmetyczna
obliczona wedlug wzoru (3.30) na podstawie szczegotowego szeregu statystycz-
nego (tablica 3.3) wynosi:

x = 278938 _ 2748,
36
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Zatem $rednie arytmetyczne obliczone z szeregdw rozdzielczych obcigzone
sg niewielkim btedem grupowania, wynoszacym 77,50 — 77,48 = 0,02.1

3.2.2.2. Srednia harmoniczna
Jesli wyniki doswiadczenia dane sa w formie szczegotowego szeregu staty-

stycznego (pierwotnego lub pozycyjnego), to $rednig harmoniczng (h,) oblicza
si¢ ze wzoru:

h, = : (3.40)

h, =- = (3.41)

albo

T (3.42)

—
1l =
L

—

Przyklad 3.6

Obserwowano proces produkcji 500 szt. pewnego wyrobu. Mierzono czas (t)
potrzebny do wyprodukowania kolejnych serii produktu o stalej licznosci m =
= 100 szt. Czas ten mierzono w godzinach [h]. Nastepnie obliczono wydajnosci
pracy (x = m/t = 100/t) w kolejnych etapach produkgcji (i = 1, 2, ..., 5). Wyniki
badania zestawiono w tablicy 3.10. Nalezy obliczy¢ przecictng wydajno$¢ pracy.

Stosujgc $rednig arytmetyczng otrzymujemy:

X = 1—20 = 38 [szt./h].
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Jest to wynik bledny. Nietrudno wszak zauwazy¢, ze skoro wyprodukowano
500 szt., a produkcja trwata 14,5 h, to przecietna wydajno$¢ pracy wynosi:

500 ~ 34,48 [szt./h].

14,5
Taki witasnie wynik otrzymamy, jesli do obliczenia przeci¢tnej wydajnosci pracy
wykorzystamy $rednig harmoniczng. Stosujac wzory (3.40) i (3.41) otrzymujemy:

5 5
h = =
* 1/50+1/25+1/40+1/50+1/25 2/50+1/40+2/25

~ 34,48 [szt./h].

Tablica 3.10
Dane liczbowe do przyktadu 3.6
. m; t Xj
! [szt.] [h] [szt./h]
1 2 3 4
1 100 2 50
2 100 4 25
3 100 2,5 40
4 100 2 50
5 100 4 25
z 500 14,5 190

Zrodto: opracowanie wilasne.

Zauwazmy, ze badana charakterystyka procesu ma miano szt./h. Zastosowa-
nie $redniej arytmetycznej byloby wiasciwe tylko wowczas, gdyby mianownik
wyrazenia [szt./h] byt staly, a wigc gdyby mierzono liczbe sztuk wyprodukowa-
nych w jednakowych przedziatach czasu. W rozwazanym przypadku czas (t) jest
wielko$cig zmienng, natomiast staty jest licznik wyrazenia [szt./h]. To wtasnie
przesadza o konieczno$ci zastosowania $redniej harmonicznej.H

3.2.2.3. Srednie potegowe

Zarowno $rednia arytmetyczna (X ), jak i $rednia harmoniczna (hy) sg szcze-
g6lnymi przypadkami $redniej potggowej m, . W symbolu tym r oznacza stopief
$redniej, przy czym r # 0.
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W przypadku szczegdlowego szeregu statystycznego mamy:

1 N . %
:[WEXiJ . (3.43)

Jesli wyniki do$wiadczenia dane sg w formie szeregu rozdzielczego, to:

1

k r
m! =(ﬁ2(x‘j)r fj] , (3.44)
=

K
przy czym N=3 f;.
=1

Biorac r = 1 otrzymujemy m! = X, czyli érednig arytmetyczng. Podstawiajac
natomiast r = —1 otrzymujemy $rednig harmoniczng. Mamy mianowicie:

-1

19 N
Ao 2% x| = —h 3.45
: (NZJ _ ) (3.45)

oraz

-1
X1

=1

Dodajmy, ze w oparciu o wzory (3.43) i (3.44) mozna zdefiniowa¢ calg rodzine
$rednich. Wazng rol¢ w dalszych rozwazaniach odegraja tzw. srednie kwadratowe:

m2 = RN 2% 1< 2
M| N2 | TN (347)
N | N i=1

1

k 2 k
m? =(ﬁ2(x])2 fjJ SN (3.48)
j=1 j=1

Srednie te wykorzystamy przy definiowaniu miar wewnetrznego zréznicowania
zbioréw realizacji (Xy) obserwowanych zmiennych losowych X.
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3.2.2.4. Srednia geometryczna

Srednia geometryczna znajduje zastosowanie przede wszystkim wowczas,
gdy zachodzi potrzeba usrednienia wartosci charakteryzujacych stosunki migdzy
dwiema wielkos$ciami. Z sytuacjg takg mamy w szczegdlnos$ci do czynienia przy
badaniu dynamiki zjawisk.

Jesli elementami ciggu:

(yly y21 ey yt, reny yr)

sa realizacje zmiennej losowej Y w kolejnych chwilach t, to dynamik¢ obserwo-
wanego zjawiska mozna bada¢ sledzac wartosci wskaznika tancuchowego:

X1 =Volys; X2 =Valya, oy Xe=YerlYy oo X1 = YilYra
Srednia wartos¢ (g,) wskaznika X powinna mie¢ te whasno$é, ze:

yr=vy195".

Wiasnosci tej nie posiada §rednia arytmetyczna. Ma ja natomiast — jak si¢ prze-
konamy ponizej — S$rednia geometryczna, ktora oznaczymy symbolem Q.
W przypadku szczegotowego szeregu statystycznego Srednig geometryczng wy-
znacza si¢ ze Wzoru:

Oy =N/X Xy oot X o Xy = N/ﬁ X; =(1M[XijN- (3.49)
i1 i1

Jesli mamy do czynienia z szeregiem rozdzielczym, to wowczas:

gx :\/(Xl")fl .(X;)fz (X‘j’)fj (X;)fk =

T (e (3.50)
=[1e)" ={H<x;) J‘}
j=1 j=1

k
przyN= > f,.

j=1

Wzory te mozna przedstawi¢ w postaci logarytmicznej. Mamy mianowicie:
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Ig gx = B ’ (351)

lgg, =—7—. (3.52)

W?zory te upraszczaja obliczenia zwigzane z wyznaczaniem S$redniej geome-
trycznej. Jesli zbior realizacji Xy jest ustalony, to:

g < X. (3.53)

Przyklad 3.7

W kolumnach 1 1 2 tablicy 3.11 przedstawiono informacje o ksztattowaniu
si¢ jakosci wykonania pewnego wyrobu w kolejnych sze$ciu okresach rozlicze-
niowych. Miarg jakosci wykonania jest tu frakcja poprawnie wykonanych jedno-
stek wyrobu y; (t=1, 2, ..., 6), wyrazona w procentach. Kolumna 3 zawiera ciag
warto$ci wskaznika tancuchowego X, = Yy 1 (t =2, 3, ..., 6), obrazujacego dy-
namike zjawiska. Nalezy obliczy¢ $rednig wartos¢ wskaznika dynamiki X.

Tablica 3.11
Badanie dynamiki jako$ci wykonania pewnego wyrobu
Yi
t Yt Xt Yos
1 2 3
1 95,4 *
2 96,5 1,0115
3 93,4 0,9679
4 94,5 1,0118
5 93,2 0,9862
6 96,0 1,0300

Zrédto: opracowanie wiasne.

Stosujac wzor (3.49) otrzymujemy:

g, =3/1,0115.0,9679-1,0118-0,9862 -1,0300 ~ 1,0011789.
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Wykorzystujac te warto§¢ mamy:
Vs =V10> = 95,4 - (1,0011789)° ~ 95,9637.

Uzyskana ocena ( Y ) jest wigc obcigzona btgdem:
AYs = Ys— Y6 = 95,9637 — 96,0 = —0,0363.

Biorac $rednig arytmetyczng wartosci X; (t = 2, 3, ..., 6), zestawionych w kolum-
nie 3 tablicy 3.11, uzyskamy ocen¢ (Y, ) obCigzona znacznie wigkszym bledem.
Mamy mianowicie:

& 10115+09679+ 1,0;18 +0,9862 +1,0300 100148,

¥, = y1X° = 95,4 (1,00148)° ~ 96,1081

i w konsekwencji
AYs = Vs—Ys = 96,1081 - 96,0 = 0,1081.

Srednia arytmetyczna jest wiec wyraznie gorsza oceng $redniego poziomu dy-
namiki badanego zjawiska.®

3.2.2.5. Mediana

Mediana nalezy do grupy charakterystyk pozycyjnych nazywanych kwanty-
lami (albo fraktylami). Kwantylem stopnia q nazywamy taka liczbe X,, ktOra
rozcina N-elementowy zbidr realizacji Xy na Ng-elementowy podzbior wartosci
Xi < Xq oraz na N(1-q)-elementowy podzbidr wartosci X; > Xq, przy czym 0<q<1.
Podstawowe kwantyle to:

— kwartyle; g = 0,25; 0,5; 0,75,

—decyle; g =10,1; (0,1); 0,9,

— centyle; q =0,01; (0,01); 0,99.

Mediana (Xme) jest drugim kwartylem. Jest to wigc taka warto$¢, iz potowa
realizacji x; € Xy ma warto$ci nie przekraczajace Xpme, natomiast potowa ma —
w konsekwencji — warto$ci wyzsze niz Xme. Jesli mediana jest wyznaczana na
podstawie szczegotowego szeregu statystycznego, to w pierwszym kroku poste-
powania nalezy uporzadkowac zbidr Xy za pomoca relacji ,,<”. W rezultacie
otrzymuje si¢ pozycyjny szereg statystyczny postaci (3.19).

W drugim kroku postgpowania stosuje si¢ jeden z podanych ponizej wzo-
row. Jesli N jest liczbg nieparzysta, to:
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Xme = X naly - (3.54)
5
Jesli natomiast N jest liczbg parzysta, to:
X _1 X Ny + X (3.55)
me =1 () T TG | '

Przyklad 3.8

W tablicy 3.6 przedstawiono szereg pozycyjny otrzymany w rezultacie upo-
rzadkowania zbioru realizacji Xy pokazanego w tablicy 3.3. Nalezy wyznaczy¢
mediang. Poniewaz N = 36, zatem nalezy zastosowa¢ wzor (3.55). Po podsta-
wieniu wartos$ci z tablicy 3.6 mamy:

_ X(lg) + X(lg) _ 77,27 + 77,40
me — 2 -

Realizacje o numerach (1)—(18) maja wartosci nizsze od 77,335, natomiast rea-
lizacje o0 numerach (19)—-(36) majg warto$ci wyzsze niz 77,335. B

X =77,335.

Wyznaczenie mediany na podstawie szeregu rozdzielczego cigglej zmiennej
losowej odbywa si¢ w trzech etapach.

— Nalezy skonstruowaé szereg skumulowany postaci (3.17), (3.18); zob.
tablica 3.7.

— W szeregu tym nalezy znalez¢ przedzial klasowy o najnizszym numerze
j=r, wktoérym:

r
Z f i> N (3.56)
=2
albo
a 1
Z Vi>— (3.57)
=2
W przedziale tym znajduje si¢ mediana.
— Warto$¢ mediany wyznacza si¢ ze wzoru interpolacyjnego:
r-1
2 L J
j=1
Xme = Xd,l’ + f ’ (358)



118

gdzie:
x4, — dolny kres przedziatu klasowego, w ktorym znajduje si¢ mediana,
f,  — liczebno$¢ w przedziale klasowym o numerze j = r,
[ — dhugosc¢ przedziatu klasowego.

Przyklad 3.9

Wyznaczymy mediane z szeregu rozdzielczego, przedstawionego w tablicy
3.4. Odpowiedni szereg kumulacyjny pokazano w tablicy 3.7. Analiza kolumny
5 albo 7 prowadzi do wniosku, ze mediana znajduje si¢ w przedziale klasowym
o numerze j = r = 4. Jest to przedzial o najnizszym numerze (j), w ktorym spet-
nione sg nierownosci (3.56), (3.57). Mamy wigc x4, = x44 = 75,00; f, = fs = 15
oraz

2A(x)

N
W

[z
[\*)
[}

|

s
Lo bvrnbvrn g b b

(=

wn

o

v
J\I i
61,5 66,0 70,5 75,0 79,5 84,0 885 X

Rys. 3.7. Graficzne wyznaczanie mediany w szeregu rozdzielczym
cigglej zmiennej losowe;j
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Pamigtamy tez, ze | = 4,50 (zob. przyktad 3.2). Po podstawieniu tych wartosci
do wzoru (3.59) otrzymujemy:

Xpe =75

+@:75+2,40=77,40-

me

Mediana wyznaczona ze szczegdlowego szeregu statystycznego wynosi Xme =
= 77,335 (zob. przyktad 3.8). Roznica 77,40 — 77,335 = 0,065 jest btgdem gru-
powania.

Na rys. 3.7 pokazano graficzng metod¢ wyznaczania mediany z szeregu roz-
dzielczego ciagtej zmiennej losowej.H

3.2.2.6. Modalna

Modalna (albo dominanta, moda) jest warto$cig najczgstszg w szeregu staty-
stycznym. Charakterystyke t¢ bedziemy oznacza¢ symbolem Xy, Koniecznym
etapem przy jej wyznaczaniu jest skonstruowanie szeregu rozdzielczego.

W przypadku dyskretnej zmiennej losowej wyznaczenie warto§ci Xpo SPro-

wadza si¢ do znalezienia takiej wartosci Xj € X°, ktérej odpowiada najwigksza
liczebnos¢ fj.
W przypadku ciaglej zmiennej losowej takie postepowanie pozwala wyzna-

czy¢ tylko przedziat klasowy, w ktérym znajduje si¢ modalna. Warto$¢ Xm, WY-
znacza si¢ ze wzoru interpolacyjnego:

X = Xg, + (f, = 1)l : (3.59)
' (fr - 1:r—l)'i'(fr_ 1:r+1)
gdzie:
X¢r — dolny kres przedzialu klasowego, w ktorym znajduje si¢ modalna,
I - dlugos$é przedziatu klasowego,
fr, fra, freg — liczebnoéci w przedziatach klasowych o numerach j=r,j=r—-1
orazj=r+1.

Przyklad 3.10

Wyznaczymy modalng z szeregu rozdzielczego przedstawionego w tabli-
cy 3.4. Najwigksza liczebno$¢ wystgpuje w przedziale klasowym o numerze
j = r =4, o kresie dolnym x4, = 75,00. Wszystkie przedziaty klasowe maja jed-
nakowa dlugos¢ | = 4,50. Z tablicy 3.4 odczytujemy liczebnosci: f; = 6, f, = 15,
fs = 5. Podstawiajac te wartosci do wzoru (3.59) otrzymujemy:
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Xy = 75+ (15-6)-4,5 = 75+213=7713.
(15— 6) + (15— 5)

Uzyskany wynik przyjmuje si¢ jako warto$¢ najczestszg w zbiorze realizacji
Xn. Zauwazmy jednak, ze warto$¢ Xmo = 77,13 w zbiorze tym w ogole nie wyste-
puje. W otoczeniu punktu 77,13 daje si¢ natomiast zauwazy¢ wyrazne ,,zage-
szczenie” realizacji X; € Xy. Jesli przyja¢ — na przyktad — ze otoczeniem punktu
77,13 jest przedziat [75,13; 79,13], to w przedziale tym wystepuje 41,7%
wszystkich realizacji, podczas gdy w sasiednich przedziatach o tej samej dlugo-
$ci mamy 16,7% 1 8,3%.

Na rys. 3.8 pokazano graficzng metod¢ wyznaczania warto$ci modalnej
w rozwazanym szeregu rozdzielczym.®

A
Sfx)

—

I
61,5 66,0 705 75,0

xmo

Rys. 3.8. Graficzne wyznaczanie modalnej w szeregu rozdzielczym
cigglej zmiennej losowej

3.2.3. Miary rozproszenia

Wewngtrzne zréznicowanie zbioru realizacji Xy jest skutkiem dziatania nie
kontrolowanych czynnikow losowych w kazdym rzeczywistym do§wiadczeniu.
Zréznicowanie elementow X; € Xy moze by¢ wigksze lub mniejsze. Powstaje
wigc problem pomiaru natgzenia tego zjawiska. Stuzg do tego celu funkcje po-
miarowe okre$lane na zbiorze Xy i o wartoéciach w zbiorze R* U {0}. Funkcje
te nazywane sa miarami rozproszenia. Sg one konstruowane w ten sposob, by
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przyjmowaty warto$¢ zero, gdy wszystkie realizacje obserwowanej zmiennej
losowej maja te samg warto$¢, a wiec gdy /\ X; = X, a takze by przyjmowaty
1

tym wigksze wartosci, im wigksze jest natezenie owych czynnikow losowych,
pozostajacych poza kontrolg eksperymentatora.

3.2.3.1. Wariancja i odchylenie standardowe

Przypomnijmy (zob. punkt 3.2.2.1), ze warto$¢ X; € Xy mozna rozwazac jako
sume:

Xi =X+ €,

w ktorej e jest wartoscia sktadnika losowego w i-tej realizacji zmiennej losowej X.
W konsekwencji mamy wigc:

e, =X —X
8, =X, =X
3.60
ey =Xy —X
Mogloby wiec wydawac sig, ze biorac $rednig arytmetyczna:
e, +e,+...+ € +...+e N
g-0"% ' n_L$e (3.61)
N N =

i=1

uzyskamy ocen¢ udziatu sktadnika losowego w realizacjach x; € Xy. Taka pro-
pozycja funkcji mierzacej wewngtrzne zroéznicowanie zbioru Xy nie moze by¢
jednak przyjeta, albowiem funkcja (3.61) nie reaguje na jakiekolwiek zmiany

N
tego zroznicowania. W kazdej sytuacji € = 0, poniewaz Zei = 0; zob. wzory
i=1
(3.37), (3.37a).
W celu ominigcia tej przeszkody, zamiast $redniej potggowej stopnia r = 1
(czyli $redniej arytmetycznej postaci (3.61)) bierze si¢ srednig potegowa stopnia
r =2, czyli $rednia postaci:
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mZ = (%iefj 2 : (3.62)

Przypomnijmy, Ze o tego typu $rednich wspominali$my w punkcie 3.2.2.3; zob.
wzory (3.43)—(3.48). Charakterystyke postaci (3.62) przyjeto nazywac odchyle-
niem standardowym (albo odchyleniem $rednim). Odchylenie to oznaczymy
symbolem s, i zdefiniujemy je nastgpujaco:

(3.63)

Kwadrat odchylenia standardowego (s?) nazywany jest wariancjg. Mamy mia-
nowicie:

N
2 (% —%)?
2 _ il .

sp =t — (3.64)

Wzory (3.63) i (3.64) moga by¢ stosowane w odniesieniu do szczegdtowego
szeregu statystycznego (pierwotnego lub pozycyjnego). W przypadku szeregu
rozdzielczego mamy natomiast:

2
s2 = = 3.65
N (3.69)

lub

s? =§k:vj(x} -%)2. (3.66)

o

Jesli badana zmienna losowa X jest dyskretna (skokowa), to wartosci X i sa

elementami zbioru X°. W przypadku ciagtych zmiennych losowych sg to $rodki
przedziatow klasowych.
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Biorac dodatni pierwiastek kwadratowy z wariancji uzyskujemy odchylenie
standardowe:

S, =+/S2 . (3.67)

X

Obliczanie wariancji i odchylenia standardowego mozna niekiedy uprosci¢
po dokonaniu odpowiednich przeksztatcen wyrazenia:

N
Z(Xi -x)? (3.68)
i=1
lub wyrazenia
Kk
z IS -x%)2. (3.69)
j=1

Mamy mianowicie:

N N N
D —X)? =D %7 —2XD % +NX* =
i1 i=1 i1

(3.70)

Po podstawieniu do wzoru (3.70) mamy wigc:

i=1 i=1

21 ixz_L ix _

X N I N I

Lsye [Ls 2— 3.71

Wéxi _(szij = (3.71)
= x?-x2. (3.72)

Wariancja jest wigc $rednim kwadratem pomniejszonym o kwadrat $rednie;j.
Odchylenie standardowe jest — zgodnie ze wzorem (3.67) — dodatnim pierwiast-
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kiem kwadratowym z wariancji. Wyrazenie (3.71) dotyczy szczegoétowego sze-
regu statystycznego. W przypadku szeregu rozdzielczego mamy natomiast:

2
k Kk Kk
) = o 1 o
;fj(xj—x)2=;fj(xj)2_ﬁ(;fjx1} (3.73)
1= 1= 1=

i w konsekwencji

2
k
Sf=ﬁzf1(xi)z—[ﬁzf1’(?] : (3.74)

2
s} :zk:vj(x‘})2 —[zk:vjx]?} : (3.75)

Mamy wigc — analogicznie jak poprzednio — sredni kwadrat:

ok ok
x? =W_Z‘1fj(xj)2 =Z‘1vj(xj)2
1= 1=

pomniejszony o kwadrat §redniej:

(1 2 O 2
X% = szjxj = ;vjxj .

j=1 i=

Przyklad 3.11

Obliczymy wariancj¢ i odchylenie standardowe z szeregu rozdzielczego cig-
glej zmiennej losowej X, pokazanego w tablicy 3.4. Zastosujemy kolejno wzory
(3.65), (3.74) i (3.75).
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W tablicy 3.12 przedstawiono obliczenia niezbedne do wyznaczenia warian-
cji za pomoca wzoru (3.65). lloczyny X‘Jf f; zestawione w kolumnie 5 sa potrzeb-
ne do obliczenia $redniej arytmetycznej X = 2790/36 = 77,50. Wartos¢ te wy-
znaczyliSmy juz w przyktadzie 3.5. Obecnie powtarzamy te obliczenia w celu
zachowania cigglo$ci rozumowania. W kolumnach 6-8 pokazano kolejne etapy

postgpowania zmierzajacego do wyznaczenia wartosci sumy kwadratow odchy-
len (3.69). Majac t¢ warto$¢ obliczamy wariancje:

Tablica 3.12

Obliczanie wariancji z szeregu rozdzielczego ciagtej zmiennej losowej; wzor (3.65)

j (Xajs Xg;] f; X3 xifj | xj=77.50 | (X - 77,50)* | f;(x;-77,50)°
1 2 3 4 5 6 7 8

1| (61,50;66,00] | 1 | 6375 63,75| -13,75 189,0625 189,0625

2 | (66,00;70,50] | 3 | 6825 204,75| -9,25 85,5625 256,6875

3| (70,50; 75,00 | 6 | 72,75 436,50 -4,75 22,5625 135,3750

4 | (75,00;79,50] | 15 | 77,25 | 1158,75| -0,25 0,0625 0,9375

5| (79,50; 84,000 | 5 | 81,75 408,75 4,25 18,0625 90,3125

6 | (84,00;88,50] | 6 | 86,25 517,50 8,75 76,5625 459,3750

z * 36 * 2790,00 * * 1131,7500

Zrédto: opracowanie wiasne.

2 = 11317500 31,4375
36

i odchylenie standardowe:
S, =+/31,4375 ~5,61.

Obliczenia niezbedne w celu wyznaczenia wariancji za pomocg wzoru (3.74)
zawiera tablica 3.13. Majac sumy kolumn 3, 5 i 7 obliczamy warto$¢ wariancji:

o2 _ 21735675 _[2790
" 36 36

2
j =6037,6875-6006,2500 ~ 31,4375.

Biorgc pierwiastek kwadratowy, otrzymujemy — podobnie jak poprzednio — war-
to$¢ odchylenia standardowego.
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W tablicy 3.14 przedstawiono obliczenia, ktore nalezy wykona¢ w celu wy-
znaczenia wariancji za pomocg wzoru (3.75). Majac sumy kolumn 5 i 7 obli-
czamy warto$¢ wariancji:

s? = 6037,6875 — (77,5003)° ~ 31,4268,

a nastgpnie warto$¢ odchylenia standardowego:

Sx = 4/31,4268 ~ 5,61.

Tablica 3.13

Obliczanie wariancji z szeregu rozdzielczego ciaglej zmiennej losowej; wzor (3.74)

j (Xj; Xg] fi X; X; (x3) () f;
1 2 3 4 5 6 7

1 (61,50; 66,00] 1 63,75 63,75 | 4064,0625 4064,0625
2 (66,00; 70,50] 3 68,25 204,75 | 4658,0625 | 13974,1875
3 (70,50; 75,00] 6 72,75 433,50 | 5292,5625 | 31755,3750
4 (75,00; 79,50] 15 77,25 1158,75 | 5967,5625 | 89513,4375
5 (79,50; 84,00] 5 81,75 408,75 | 6683,0625 | 33415,3125
6 (84,00; 88,50] 6 86,25 517,50 | 7439,0625 | 44634,3750
) * 36 * 2790,00 * 217356,7500

Zrédlo: opracowanie whasne.
Tablica 3.14

Obliczanie wariancji z szeregu rozdzielczego ciagtej zmiennej losowej; wzor (3.75)

j (Xaj; Xg,] Vi X X3V (x5)? (X5)2V;
1 2 3 4 5 6 7

1 (61,50; 66,00] 0,0278 63,75 1,7723 | 4064,0625 112,9809
2 (66,00; 70,50] 0,0833 68,25 5,6852 | 4658,0625 388,0166
3 (70,50; 75,00] 0,1667 72,75 12,1274 | 5292,5625 882,2702
4 (75,00; 79,50] 0,4166 77,25 32,1824 | 5967,5625 2486,0865
5 (79,50; 84,00] 0,1389 81,75 11,3551 | 6683,0625 928,2774
6 (84,00; 88,50] 0,1667 86,25 14,3779 | 7439,0625 1240,0917
) * 1,0000 * 77,5003 * 6037,7233

Zrédlo: opracowanie wilasne.
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Tablice 3.12, 3.13 i 3.14 pozwalaja porowna¢ skale probleméw numerycznych
w poszczegdlnych metodach wyznaczania s?i s,.m

Zaréwno wariancja (s2), jak i odchylenie standardowe (s,) sa wielko$ciami

mianowanymi. Odchylenie standardowe wyrazone jest w takich samych jed-
nostkach miary, w jakich wyrazone sg pierwotne wyniki obserwacji, nalezace do
zbioru Xy, natomiast wariancja wyrazona jest w jednostkach miary podniesio-
nych do kwadratu. Ogranicza to mozliwo$ci porownywania wewngtrznego zroz-
nicowania zbiordw Xy do tych przypadkéw, w ktdrych wariancje i odchylenia
standardowe maja takie same miana. W praktyce pole pordwnan jest jeszcze
mniejsze, albowiem w wewngtrznym zroznicowaniu zbioréw Xy ujawnia si¢
czesto efekt skali. Ma to ten skutek, ze dwa odchylenia standardowe Sy; i Sy
moga by¢ pordwnywane w kategoriach merytorycznych przede wszystkim
wowczas, gdy roznica miedzy odpowiednimi $rednimi arytmetycznymi X;i X,
nie jest zbyt duza, a wigc gdy zbiory realizacji Xy i Xy2 maja zblizone potoze-
nie na osi liczb rzeczywistych. Niedogodnosci tych mozna unikngé wykorzystu-
jac do poréownan wewnetrznego zréznicowania zbioréw Xy i Xy, wspotczynnik
Zmiennosci:

Vy =

< [,

(3.76)

Poniewaz miana Xi Sy sg takie same, zatem Vy jest wielkosciag niemianowana,
a ponadto miara ta nie jest obcigzona skutkami efektu skali.

3.2.3.2. Odchylenie przecietne

Przypomnijmy, ze suma odchylen od $redniej arytmetycznej zawsze rowna
jest zeru; zob. wzory (3.37), (3.37a). Przy konstruowaniu odchylenia standardo-
wego (Sy) uniknieto konsekwencji tego faktu, definiujgc sy jako $rednig potegowa
stopnia r = 2, a nie jako $rednig potggowa stopnia r = 1, odchylen od $redniej
arytmetycznej X . Przy konstruowaniu odchylenia przecigtnego (dy) zastosowano
inng metode. Odchylenia poszczegdlnych realizacji X; (i = 1, 2, ..., N) od $redniej
arytmetycznej (X ) zastepuje si¢ ich bezwzglednymi wartosciami. W przypadku
szczegOtowego szeregu statystycznego mamy wigc:

13 -
dy =—>"|x;—¥X|. (3.77)
N i=l

Jesli natomiast mamy do czynienia z szeregiem rozdzielczym, to:
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j=1 1< o o
dy =" =31, x-—x‘ (3.78)
j=1

lub
Ixe —x\ , (3.79)

gdzie Xj Jest elementem zbioru warto$ci (X°) obserwowanej zmiennej losowej

X albo $rodkiem j-tego przedziatu klasowego — w przypadku ciaggtych zmien-
nych losowych.

Przyklad 3.12

Obliczymy odchylenie przecigtne z szeregu rozdzielczego ciaglej zmiennej
losowej, przedstawionego w tablicy 3.4. Kolejne etapy obliczen pokazano w ta-
blicy 3.15. Sumy kolumn 3 i 7 podstawiamy do wzoru (3.78):

d =147 410,
36

Tablica 3.15
Obliczanie odchylenia przecigtnego z szeregu rozdzielczego ciggtej zmiennej losowej

i (Xaj; Xgjl f; x‘Jf Xj 7750 x5 —77,50] f;1xj —77.50]
1 2 3 4 5 6 7

1 (61,50; 66,00] 1 63,75 -13,75 13,75 13,75

2 (66,00; 70,50] 3 68,25 -9,25 9,25 27,75

3 (70,50; 75,00] 6 72,75 4,75 4,75 28,50

4 (75,00; 79,50] 15 77,25 -0,25 0,25 3,75

5 (79,50; 84,00] 5 81,75 4,25 4,25 21,25

6 (84,00; 88,50] 6 86,25 8,75 8,75 52,50

X * 36 * * * 147,40

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Przypomnijmy (zob. przyktad 3.11), ze odchylenie standardowe obliczone
na podstawie tego samego szeregu rozdzielczego wynosi s, ~ 5,61.1

Odchylenie standardowe i odchylenie przeci¢tne sg dwiema réznymi miara-
mi wewngtrznego zroznicowania zbioru Xy.

3.2.3.3. Miary rozproszenia oparte na statystykach pozycyjnych

Najprostszg charakterystyka tej klasy jest rozstep (r), czyli roznica migdzy
najwicksza i najmniejsza warto$cig w zbiorze realizacji Xy. Mamy wigc:

I = Xmax = Xmin = XNy — Xy (380)

gdzie Xmin = Xy jest pierwszym, natomiast Xmax = X(v) jest ostatnim elementem
W pozycyjnym szeregu statystycznym, czyli w zbiorze Xy uporzadkowanym za
pomoca relacji ,,<”; zob. wzory (3.19), (3.20).

Inng miarg rozproszenia opartg na statystykach pozycyjnych jest tzw. odchy-
lenie ¢wiartkowe:

X —X
q =2 . 025 (3.81)

w Ktorym X, s jest pierwszym, natomiast X 75 jest trzecim kwartylem.
Definiowane sg rowniez podobne charakterystyki rozproszenia oparte na in-
nych kwantylach, w szczego6lnosci na decylach i centylach.

Przyklad 3.13

Wyznaczymy rozstep (r), a nastgpnie odchylenie ¢wiartkowe (q) na podsta-
wie zbioru realizacji Xy, przedstawionego w tablicy 3.3. Postuzymy si¢ w tym
celu szeregiem pozycyjnym pokazanym w tablicy 3.6. Wykorzystujac te tablice
mamy:

I'=X@e) — X = 88,21 - 61,64 = 26,57,

X(g) + X(lo) _ 73,70+ 74,20
> =

X0,25 = 73,95 y

X(a7) * X(28y 81,98 +82,49
2

Xo75 = X025 82,24 —-7395

a 2 2

Xo,75 = 82,24 ,
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Zauwazmy, ze kwartyle Xo5 1 Xo75 mozna rowniez wyznaczy¢ z szeregu roz-
dzielczego przedstawionego w tablicy 3.4. Nalezy w tym celu postuzy¢ si¢ wzo-
rami interpolacyjnymi, skonstruowanymi analogicznie jak wz6r (3.58).1

3.2.4. Momenty empiryczne

Pod poj¢ciem momentu empirycznego bedziemy rozumie¢ charakterystyke
postaci:

M., =ii(xi—c)r, (3.82)
" NI

gdzie r jest liczba naturalng i oznacza rzad (stopien) momentu, natomiast C jest
dowolng liczba rzeczywista.
Jesli ¢ = 0, mamy do czynienia z momentem zwyktym:

;13
My, ZWZ (3.83)

Jesli natomiast podstawimy € = X, to otrzymamy moment centralny:

My, =ﬁ§:(xi —x)" (3.84)

i=1

W przypadku gdy zbior realizacji zmiennej losowej X ma posta¢ szeregu roz-
dzielczego, wzory (3.83) i (3.84) przybieraja postac:

1 k
M, —WZx;fj, (3.85)
" 1 k o T\l
Mx,r:WZ(Xj_X) fj, (3.86)
j=1

k
przy czymN= > f; .
=1
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Zauwazmy, ze omowione powyzej miary potozenia (punkt 3.2.2) i miary
rozproszenia (punkt 3.2.3) moga by¢ identyfikowane jako momenty. Srednia
arytmetyczna (x) jest momentem zwyktym rzedu r = 1. Wariancja (sZ) jest

momentem centralnym rzedu r = 2. Réwniez odchylenie przecietne (d,) jest
momentem. Jest to tzw. absolutny moment centralny rzedu pierwszego.

3.3. Wielowymiarowe zmienne losowe

3.3.1. Rozklad empiryczny dwuwymiarowej zmiennej losowej

Podstawowa charakterystyka empirycznego rozktadu dwuwymiarowej zmien-
nej losowej (X, Y) jest dwuwymiarowy szereg rozdzielczy. W przypadku gdy
obydwie zmienne sktadowe sg dyskretne, mamy:

{[(x‘lf , y‘;)), fil: 1=1,...k p=1,.. 2} (3.87)
albo
{[(x‘Jf, y‘;)), Vil 1=1,...,k p=1,.., 12} (3.88)

przy czym fj, = f( X‘Jf , y‘;)) oznacza liczbe obiektow A; € A, w ktorych doszto do
skojarzenia wartoci X € X° z wartoscig Y|, € Y°, natomiast vj, = v( Xj. Yy ) jest

odpowiednig czgstos$cig wzgledna. Wartosci Vj, wynikajg z nastgpujacego wzoru:

v o=—_° P (3.89)

przy czym

k
Yy, =1 (3.90)

J=tp=l

Jesli obydwie zmienne sktadowe sg ciagle, to wzory (3.87), (3.88) przybierajg
nastepujaca postac:

{[(%ajs Xgil, Oaps Yopls s §=1, ...k p=1,..,2} (3.91)
{[(xajs Xgils Vaps Yooli Vipls §=1, ...k p=1,.., 2} (3.92)
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Symbol fj, 0znacza tu liczbe realizacji (X;, i) zmiennej losowej (X, Y) takich, ze
Xdj < Xi < Xgj 1 jednoczesnie Yq, < Yi < Yqp, Natomiast vj, — analogicznie jak po-
przednio — jest odpowiednig czestoscig wzgledna. Jesli jedna ze zmiennych
sktadowych jest dyskretna, a druga ciagta, to empiryczny rozktad dwuwymiaro-
wy jest kombinacja zbioréw (3.87) 1 (3.91) albo (3.88) 1 (3.92).

Dwuwymiarowe rozktady empiryczne przedstawia si¢ zwykle w postaci tzw.
tablic korelacyjnych (w przypadku zmiennych cigglych) albo wielodzielczych
tablic liczebnosci lub czestosci wzglednych (nazywanych tez tablicami kontyn-
gencji) w przypadku zmiennych dyskretnych. Przyktad takiej tablicy przedsta-
wiono na rys. 3.9. Na rysunku tym pokazano rozktad dwuwymiarowy postaci
(3.88). Po zsumowaniu czgstosci wzglednych w poszczegolnych wierszach ta-
blicy otrzymujemy rozklad brzegowy, réwnowazny rozktadowi jednowymiaro-
wej zmiennej losowej X. Jest to zbior:

{0x5.v); j=1,2, ..k}, (3.93)
przy czym
Vi, =2V (3.94)
p=l1
k
ZVL =1. (395)

j=1

Analogicznie postepujemy w odniesieniu do drugiej zmiennej sktadowej Y.
Mamy mianowicie:

(y‘;J Vo) P=12,..,1 (3.96)
k
V=D Vi (3.97)
j=1
z
Zv.p =1. (3.98)
p=1

Mozna réwniez rozwazaé rozktady zmiennej losowej X przy ustalonych war-
tosciach y‘i) , a takze odwrotnie, rozklady zmiennej losowej Y przy ustalonych

warto$ciach X‘J? . Sa to rozktady warunkowe. W rozpatrywanym przypadku (zob.

rys. 3.8) mamy z rozktadow warunkowych zmiennej losowej X oraz k rozktadow
warunkowych zmiennej Y.
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Zwrd¢my uwage na rozklady warunkowe przy zadanych wartos$ciach y‘;) ;

p =1, ..., z. Przy wyznaczaniu tych rozktadow nalezy tak skorygowac czestosci
wzgledne Vjp, by ich suma w kazdej kolumnie tablicy byta rowna jednosci. Te
skorygowane czgstosci wzgledne (Vj, ) wyznacza sig ze wzoru:

V.
v =2 (3.99)
W konsekwencji w kazdej (p = 1, ..., ) kolumnie tablicy mamy:

Z‘Tv'jp =1. (3.100)
J:

k
Rozktad warunkowy zmiennej losowej X przy ustalonej warto$ci y?) mozna
wigc napisa¢ nastepujgco:
{(x5, vip)i 1=1, ...k}, (3.101)
p=1,..z

Analogiczne rozumowanie mozna powtorzy¢ w odniesieniu do poszczegol-
nych wierszy tablicy pokazanej na rys. 3.9, a wiec w odniesieniu do warunko-

wych rozktadéw zmiennej losowej Y, przy ustalonych wartosciach X] =1 ..,k
W kazdym wierszu tablicy wyznaczamy skorygowane czgstosci wzgledne (Vi)

wedtug wzoru:

Vi = (3.102)
V.
J.
Wartosci te spetniaja warunek:
Z
Zvjp =1. (3.103)
p=1
Warunkowy rozktad zmiennej losowej Y przy ustalonej warto$ci X]f ma wigc
postac:
{( y‘E), Vip)i p=1, .., 2} (3.104)

i=1, ..k
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3.3.2. Wspolzaleznos¢ dwoch zmiennych losowych

Jednym z podstawowych problemow, jakie nalezy rozwigza¢ przy badaniu
dwuwymiarowych zmiennych losowych (X, Y), jest pomiar wspotzaleznosci
mi¢dzy zmiennymi X i Y. Oméwimy trzy miary owej wspotzaleznosci, a miano-
wicie wspotczynnik korelacji liniowej ry, — Pearsona, wspotczynnik korelacji
dwuseryjnej rq, oraz wspétczynnik skojarzenia Q,, — Kendalla. Wspolczynnik Iy
stosowany jest wowczas, gdy realizacje obu zmiennych sktadowych (X i Y) uzy-
skuje si¢ w rezultacie pomiaréw na skalach mocnych, co najmniej przedziato-
wych. Jesli jedna z cech mierzona jest na skali co najmniej przedziatowej,
a druga na dwupunktowej skali nominalnej lub porzadkowej, to wtasciwg miara
Scistosci zwigzku migdzy zmiennymi losowymi X i Y jest wspotczynnik korela-
cji dwuseryjnej rqy,. Jesli natomiast pomiary obu cech dokonywane sa na naj-
stabszych skalach nominalnych lub porzadkowych, to do pomiaru wspoétzalezno-
$ci migdzy zmiennymi losowymi X i Y moze by¢ wykorzystany wspotczynnik
skojarzenia Q.

3.3.2.1. Empiryczny wspolczynnik korelacji liniowej

W badaniach wyczerpujacych wspotczynnik korelacji liniowej ry, definiuje
si¢ nastgpujaco:

1 N
NZ(Xi =Xy -Y)
i=l1

r, = - ! . (3.105)
1

Xy N
LS =02 [ LSy —9)2
\/NZ(X. X) \/Ng(y. )

i=l

Wyrazenie wystepujace w liczniku tego wzoru jest empiryczng kowariancjg
(czyli wspolng wariancja) zmiennych X i Y2 Kowariancja jest miarg wspotza-
lezno$ci obu zmiennych. Jest to jednak miara niewygodna, albowiem wyraza si¢
w jednostkach mianowanych, a jej przedzial zmiennosSci nie jest ograniczony.
W celu uniknigcia tych niedogodnosci dokonuje si¢ zabiegu standaryzacji, dzie-
lac kowariancje¢ przez iloczyn odchylen standardowych zmiennych X i Y. Skon-
struowany w ten sposob wspotczynnik korelacji ry, przybiera wartosci z prze-
dziatu [-1; 0] albo [0; 1] (zob. uwagi w punkcie 1.5.4).

% Zauwazmy, ze kowariancj¢ mozna identyfikowa¢ jako moment. Jest to mieszany moment
centralny rz¢du drugiego dwoch zmiennych losowych.
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YA A Ty =0 A B -1<r,<0
5 1205020 100 5 20|50 |20 100
5 5 5 5 5
4 5 (10| 5 20 10 | 10 20
3 5110 |20 10 50 10 | 30 | 10 50
2 5 (10| 5 20 10 | 10 20
1 5 5 5
1 2 3 4 - 1 2 3 4 i
YA C Ty =-1 AD 0<r,<1
5 1205020 100 5 20|50 |20 100
5 5 5 5
4 20 20 10 | 10 20
3 50 50 10 | 30 | 10 50
2 20 20 10 | 10 20
1 5 5 5
1 2 3 4 - 1 2 3 4 -
v A E =1
5120|5020 100
5 5
4 20 20
3 50 50
2 20 20
1 5 5
1 2 3 4 :

Rys. 3.10. Wilasnos$ci empirycznego wspdiczynnika korelacji liniowej
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Wrtasnosci empirycznego wspotczynnika korelacji liniowej ilustruje rys.
3.10. Przy sporzadzaniu tego rysunku przyjeto, ze zbior realizacji zmiennej lo-
sowej (X, Y) obejmuje 100 elementow, a rozktady brzegowe obu zmiennych sa
jednakowe we wszystkich rozwazanych sytuacjach. Przy tych ograniczeniach
skonstruowano pie¢ roznych rozktadéw dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y),
ktérym odpowiada pig¢ rdéznych wartosci ry,. Zauwazmy, ze definicyjny wzor
(3.105) mozna znacznie uprosci¢. Po podzieleniu licznika i mianownika przez N
mamy:

N
Z(Xi -X)(; —Y)
y = = (3.106)

Xy N N '
\/Z(Xi -X)? 'Z(Yi -y)?

Po dalszych przeksztatceniach otrzymujemy:

N 1N
zxiyi _NZXiZYi
i=1

er = i= i=1 i=1 . (3 107)

Kwadrat wspotczynnika korelacji (rxzy) nazywany jest wspotczynnikiem de-

terminacji. Wartos¢ tego wspotczynnika informuje, jaka cz¢$¢ zmiennosci jedne;j
zmiennej jest zdeterminowana przez zmienno$¢ drugiej zmiennej. Wartos¢
wspotczynnika determinacji mozna wyrazi¢ w procentach mnozac rXZy przez 100.

f e . 2 2 . , . . . -
Roznica 1 - 1, albo 100(1 - ry, ) nosi nazwg wspotczynnika indeterminacji.

Przyklad 3.14

Porownywano dwie metody oznaczania wilgotno$ci, a mianowicie metode
przemywania acetonem w tyglu Schotta oraz konwencjonalng metode suszarko-
wa. W tym celu — postugujac si¢ obydwiema metodami — zbadano wilgotnos¢
N = 12 probek piasku. Na rys. 3.11 pokazano zbior realizacji obserwowanej
zmiennej losowej (X, Y). Szczegdtowe wyniki badan zestawiono w kolumnach
1-3 tablicy 3.16. W dalszych kolumnach tej tablicy przedstawiono obliczenia
niezbgdne w celu wyznaczenia wspdtczynnika korelacji ry, wedlug wzoru
(3.107). Po podstawieniu wartosci otrzymujemy:
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3141239~ © .5580.52,39
- 12 ~0,9947 .

Xy
\/{329,4670 - 112 (55,80)° } {300,5121 - 112 (52,39) 2}

\
Y(%)
T 10
9 o]
8 ©
7 o)
6
e 5 )
4 2
o
3 516
5 o
1
Y
—_ 0 +o >
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X%
|< X >|

Rys. 3.11. Zbior wartosci i zbior realizacji dwuwymiarowe;j
zmiennej losowej (X, Y)

Wykorzystujac Iy, obliczamy warto$§¢ wspotczynnika determinacji i wspot-
czynnika indeterminacji. Mamy mianowicie: r? = 0,9894 (98,94%), 1 — rxzy =

Xy
=0,0106 (1,06%). Tak wigc obserwowane zmienne losowe sg niemal catkowicie
wspotzalezne. Niemal 99% zmienno$ci jednej zmiennej (X lub Y) mozna wyja-
$ni¢ zmiennoscig drugiej zmiennej (X lub Y).H
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Tablica 3.16

Badanie wspotzaleznosci migdzy wynikami oznaczania wilgotnosci piasku
dwiema metodami

Wilgotnosc¢ [%]
I Metoda
pirgm Metoda przemywania XiYi x? y?
p : susza):kowa acetonem
' Yi
1 2 3 4 5 6
1 7,29 7,62 55,5498 53,1441 58,0644
2 0,08 0,00 0 0,0064 0
3 8,98 8,84 79,3832 80,6404 78,1456
4 3,12 2,77 8,6424 9,7344 7,6729
5 5,25 4,75 24,9375 27,5625 22,5625
6 3,57 3,30 11,7810 12,7449 10,8900
7 7,90 7,40 58,4600 62,4100 54,7600
8 4,17 3,86 16,0962 17,3889 14,8996
9 2,57 2,45 6,2965 6,6049 6,0025
10 5,35 4,71 25,1985 28,6225 22,1841
11 4,84 4,56 22,0704 23,4256 20,7936
12 2,68 2,13 5,7084 7,1824 4,5369
)y 55,80 52,39 314,1239 329,4670 300,5121

Zrédlo: badania whasne.

3.3.2.2. Empiryczny wspolczynnik korelacji dwuseryjnej

Niech (X, Y) oznacza dwuwymiarowg zmienng losows, takg ze:

— X jest zmienng zero-jedynkowa” o zbiorze wartosci X° = {0; 1},

—-Y jest zmienng ciagla w przedziale [yq; Yq] o zbiorze wartosci Y° =
={y:ya<y <y}

Zbidr wartosci dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) jest iloczynem kar-
tezjanskim zbiorow X° i Y°. W takiej sytuacji miarg wspotzaleznosci miedzy
zmiennymi losowymi X i Y jest tzw. wspotczynnik korelacji dwuseryjnej postaci:

ry _Yi—Y N, - No
o s \|N(N-1)'

* Zero-jedynkowa zmienng losowa zdefiniowano w punkcie 1.4.1.1; zob. tez przyktad 1.2.

(3.108)




Y, — Srednia arytmetyczna realizacji zmiennej losowej Y, skojarzonych

z realizacjami zmiennej losowej X o wartosci 0,
y, — $rednia arytmetyczna realizacji zmiennej losowej Y, skojarzonych

z realizacjami zmiennej losowej X o wartosci 1,

No — liczebno$¢ podzbioru zer w zbiorze realizacji Xy,

N; — liczebno$¢ podzbioru jedynek w zbiorze realizacji Xy, przy czym
No +N; =N,

s — odchylenie standardowe zmiennej losowej Y.

Wspdtczynnik korelacji dwuseryjnej moze przyjmowaé wartosci z przedzia-
hu [-1; 0] albo z przedziatu [0; 1].

Przyklad 3.15

W kolumnach 2 i 3 tablicy 3.17 przedstawiono wyniki pewnego ekspery-
mentu technologicznego. Metoda odlewania ci$nieniowego otrzymano N = 8
ksztaltek poliamidowych. Kazdy element tego zbioru badano ze wzgledu na:

— barwe (oceniang organoleptycznie, przy zastosowaniu dwupunktowej skali
nominalnej),

— twardo$¢ (mierzong metoda Brinella na skali przedziatowej).

Tablica 3.17

Wyniki badania ksztaltek poliamidowych otrzymanych metoda
odlewania ci$nieniowego

_ Barwa Twardo_s’c’ wedtug
i M Brinella y?

' Yi
1 2 3 4
1 1 8,21 67,4041
2 0 9,37 87,7969
3 0 8,90 79,2100
4 1 8,04 64,6416
5 0 8,80 77,4400
6 1 8,43 71,0649
7 1 7,96 63,3616
8 0 9,26 85,7476
P - 68,97 596,6667

Zrédto: opracowanie wilasne.
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Uzyskane empirycznie oceny barwy potraktowano jako realizacje zero-
-jedynkowej zmiennej losowej X, takiej ze:

0 - gdy badany element miat naturalng (z6ttawa)
X = barwe tworzywa,

1 — w pozostatych przypadkach.

Zastosowana metoda badania twardosci pozwala traktowaé uzyskiwane wyniki
jako realizacje ciaglej zmiennej losowej o wartoéciach w zbiorze R*. Zmienna te
0znaczono symbolem Y.

Do pomiaru korelacji migdzy tak zdefiniowanymi zmiennymi losowymi X
i Y mozna wykorzysta¢ wspotczynnik korelacji dwuseryjnej postaci (3.108). Ob-
liczone sumy kolumn 3 i 4 tablicy 3.17 podstawiamy do wzoru (3.71):

Z y? - —[Z Vi j [596 6667 — —(68 97) }

= %(596,6667 —594,6076) = 0,2574.

Biorac dodatni pierwiastek kwadratowy z warto$ci wariancji otrzymujemy
odchylenie standardowe zmiennej losowej Y:

s=+/s? = J0.2574 ~ 05073~ 051.

P T

%% %(9,37 +8,90 + 8,80 +9,26) ~ 9,08,

=
I

y %(8,21 +8,04 + 8,43 + 7,96) ~ 8,16.

Z tablicy 3.17 wynika bezposrednio, ze Ng = N; = 4. Podstawiajgc wartosci
do wzoru (3.108) otrzymujemy:

L _816-908 [44 _ oo,
> 051 V8.7 O
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Uzyskany wynik $wiadczy o tym, ze w badanym zbiorze ksztattek poliami-
dowych zachodzi bardzo $cisty zwigzek miedzy barwg materiatu a jego twardo-
Scia, przy czym zaleznos$¢ ta ma charakter funkcji malejacej, albowiem gy, < 0.
Dodajmy, Zze migdzy barwa materialu a jego twardo$ciag nie ma oczywiscie
zwigzku przyczynowo-skutkowego. Barwa materiatu jest tu jedynie cechg dia-
gnostyczna, zalezng od pewnych wilasnosci jego makrostruktury, a te z kolei
wywieraja wyrazny wpltyw na twardo$¢ warstwy powierzchniowej. W rozwaza-
nym przypadku zbyt jasna barwa moze §wiadczy¢ o duzej liczbie mikropeche-
rzykéw dwutlenku wegla — uzywanego w procesie technologicznym — zaoklu-
dowanych w powierzchniowej warstwie materiatu. Konsekwencjg takiego stanu
jest obnizona twardo$¢. Zbyt ciemna barwa materialu moze $wiadczy¢ o de-
strukcji polimeru, bedacej skutkiem obrébki termicznej w procesie technolo-
gicznym. Materiat taki moze mie¢ rowniez obnizong twardos¢.l

3.3.2.3. Wspoétcezynnik skojarzenia

Zat6zmy, ze obydwie sktadowe dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) sa
zmiennymi losowymi zero-jedynkowymi. Mamy wigc X° = {0; 1} oraz Y° =
= {0; 1}. Zbior wartosci dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) jest iloczynem
kartezjanskim zbioréw X° i Y°. Tak wiec:

X° x Y° = {(0; 0), (0; 1), (L; 0), (1; 1)}. (3.109)

Zbior realizacji zmiennej losowej (X, Y) mozna wigc rozciaé na cztery roztgczne
podzbiory o liczebnosciach f(0; 0), f(0; 1), f(1; 0) i f(1; 1), przy czym:

f(0; 0) + f(0; 1) + f(1; 0) + f(1; 1) = N.
Wspdtczynnik skojarzenia Q wyznacza si¢ wedtug wzoru:

(00 (L) - F(0;1)f(L0)
T f(0;0)f (L) + F(0;1)f(L0)

Qy (3.110)

Wspolczynnik ten jest miarg unormowang i przyjmuje wartosci z przedziatu
[-1; 0] albo [0; 1]. Wlasno$ci wspdtczynnika skojarzenia Q ilustruje rys. 3.12.
Przy sporzadzaniu tego rysunku zatozono, ze zbior realizacji ma liczebno$¢ N =
=100, a wszystkie rozktady brzegowe sa jednakowe.



A Qxy =-1

Y Y

z

X 0 1

0 0 50 50
X°

1 50 0 50

z 50 50 100

Rys. 3.12. Wtasnosci wspolczynnika skojarzenia Qyy

3.3.3. Regresja dwoch zmiennych
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0,=0
z
0 1
25 25 50
25 25 50
50 50 100

z
0 1
50 0 50
0 50 50
50 50 100

W przypadku gdy realizacje obydwu zmiennych losowych (X i Y) otrzymuje
si¢ w rezultacie pomiaré6w na mocnych skalach (przedzialowych Iub ilorazo-
wych), badaniu poddaje si¢ nie tylko Scisto$¢ wspotzaleznosci migdzy tymi
zmiennymi, ale réwniez posta¢ funkcji, za pomocg ktérej mozna aproksymowac
zalezno$¢ migdzy nimi. Jest to analiza regresji. Badaniu mozna poddaé¢ zar6wno
regresje Y wzgledem X, jak i regresje¢ X wzgledem Y. Je§li badamy regresje
Y wzgledem X, to zmienng X traktujemy jako zmienng objasniajacg, natomiast
Y jako zmienng objasniang. W takiej sytuacji obserwowang zmienno$¢ Y chcemy
wyjasni¢ poprzez zwiazek tej zmiennej ze zmienng X. Jesli odwrécimy role
zmiennych, to wpltywem zmiennej Y chcemy wyjasni¢ obserwowang zmiennos¢ X.
Badamy wowczas regresje X wzgledem Y. Zmienna Y jest w takiej sytuacji

zmienng objasniajaca, a X zmienng objasniang.
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Tablica 3.18

Przeglad funkcji najczesciej wykorzystywanych w analizie regresji dwoch zmiennych

Siatka
Wykres funkcji Rdéwnanie ].funkcyjpa Rdwnania normalne
Inearyzujaca
wykres
1 2 3 4

N N
DY z X; +bN
j i=1 i=1
o tga=a y=ax+b -

0 . N N N N
y=ax+bx+c - %Y =ay % +by x +cyx
y i1 i-1 i1 i-1
N
‘ Zx y,_aZx +b2x3+c2x
i=1 i=1
0 x
¥y N N
. Z Z '+ bN
y=ax'+b Ve '; )
bL ””””””””” y Zx y,—aZx erZX’1
e
0 x =
y a>0 N
\ Znyl_aZx +NiInb
i=l1 i=1
,,,,,,,,,,,,,,,,, N
bTL U= x Z x 'y, —aZx +Ianx
S v=In i=l
0 y=e¥p lub y N
y a<0 u gy, = 04343aZX’I+NIgb
=|gy i=1 i=1
N
> xtgy; = 04343a2x‘1 +Igbe‘1
i=1 i=1 i=1
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cd. tablicy 3.18

1 2 3 4
y
a>1
0 x
u=Inx N N
7 lub DIny;=a)’Inx; =NInb
i1 i1
— hy@ u=Igx
0<a<1 Y= bx v=Iny %Inxln _ay 2 S
iIny;=a> (Inx)> +Inb) Inx;
lub i=1 i=1 i=1
0 x V= |g y
y
a<o0
0 x
Y a>0 N N
YIny;=a) x +Nlnb
i=l i=1
i _ N N N
2| u=x > xlny;=aYy x> +Inb> X,
0 x v=lIny i1 i1 i=1
= be®
y y lub N N
- v=lgy > lgy; =0,4343a> x + Nlgb
a i=1 i=1
) N N N
bI ™~ % 1gy; =0,4343a> x? +1gb>"x,
t i1 i1 i1
N N b
¥ dyit=ay !+ N=
i=1 i=1 a
a __a u=x"
5 s +b vyt
N N b N
2y =
0 x i1 = ais
y N N
. >y;=ay e i +Nb
HI, — y=ae*+b u=e* ';l = |
5] >y i=a) e +by e
2 P i=1 i=1 i=1

Zrédlo: JB. Czermifiski, A. Iwasiewicz, Z.

kow, wyd. 11, PWN, Warszawa 1992.

Paszek, A. Sikorski, Metody statystyczne dla chemi-
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Przebieg analizy regresji dwoch zmiennych nie zalezy od tego, ktorg z nich
traktujemy jako objasniajacg, a ktora jako objasniang. Zwré¢my zatem uwage na
przypadek, gdy badaniu podlega zalezno$¢ ogodlnej postaci Y = f(X). Podstawowe
funkcje wykorzystywane do aproksymacji szczegbtowej postaci tej zalezno$ci
zestawiono w tablicy 3.18. O wyborze wlasciwego modelu powinny decydowaé
przestanki merytoryczne, a przede wszystkim mechanizm badanego zjawiska lub
struktura i wlasciwosci obiektu, ktory podlega badaniu. Poniewaz jednak najcze-
$ciej przestanki te sa niewystarczajace, zatem podstawowa role odgrywa tu wi-
zualna ocena korelogramu, czyli wykresu punktowego przedstawiajacego empi-
ryczng zalezno$¢ miedzy zmiennymi X i Y. Przyktadem takiego korelogramu jest
wykres pokazany na rys. 3.11. Najczesciej poprzestajemy na badaniu regresji
liniowej. Do danych empirycznych dopasowujemy wowczas funkcje liniowa
postaci:

y=ax+h. (3.111)

Wykorzystujac metode najmniejszych kwadratow (por. punkt 3.2.2.1) dazy-
my do ustalenia wartosci parametrow a i b na takim poziomie, by:

N
Z(yI 2 =minimum. (3.112)
W wyrazeniu tym Y; jest empirycznie uzyskang realizacja zmiennej losowej Y
(zmiennej objasnianej), natomiast ¥; wynika z réwnania regresji:
9i = ax; + b, (3113)
w Ktorym x; jest empirycznie uzyskana realizacja zmiennej objasniajacej (X).

Wykorzystujagc rownanie (3.113), warunek (3.112) mozna zapisa¢ nastepu-
jaco:

ZN:(yi —(ax; +b))? = ZN:(yi —ax; —b)* = minimum. (3.114)

i=1

Wyrazenie to potraktujemy jako funkcje a i b:

f(a,b) = ZN:(yi — ax, — b)?. (3.115)
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Warunek osiggniecia przez t¢ funkcje minimum przedstawia si¢ nastepujaco:

of(ab)  of(ab)

= =0.
oa ob

Rozniczkujac funkcje (3.115) wzgledem a i b otrzymujemy:

@_—22 Yi +2Nb+2az X; | (3.116)
i=l
af(a b) —2Zx Yi +2be +2aZx (3.117)

Po przyréwnaniu kazdej z tych funkcji do zera i po odpowiednich przeksztatce-
niach otrzymujemy nastgpujacy uktad rownan:

N N
ay X +bN=>"y,
i1 i=1
N N N
ay xt+bY X =D %y
i1 io1 i-1

(3.118)

Sa to tzw. rownania normalne (zob. tablica 3.18). Rozwiazujac ten uktad rownan
wzglgdem a i b otrzymujemy:

N N
N 2% 2
2XiYi - D

a= , (3.119)

._.

N N
Zyi le
b:%—a'ﬂN =y-ax. (3.120)

Ze wzoru (3.119) wynika bezposrednio, ze wspotczynnik kierunkowy (a) prostej
regresji (3.113) okreslony jest przez stosunek empirycznej kowariancji do wa-
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riancji tej zmiennej, ktora w konkretnym przypadku jest traktowana jako zmien-
na objasniajaca.

Przyklad 3.16

Powr6¢my do wynikow eksperymentu przedstawionego w przyktadzie 3.14.
Potozenie punktéw empirycznych na rys. 3.11 wskazuje na to, ze mamy do czy-
nienia z regresja liniowa. Wykorzystujac dane liczbowe zestawione w tablicy
3.16 wyznaczymy parametry (a, b) prostej regresji. Na podstawie wzorow
(3.119) i (3.120) mamy:

4141230 _ 55805239 i~
2= 551820 7 ~po.0070 0073l
329,4670 — 9580)° !
52,39 55,80

b=22% 10073222 = —0,3181[%].
12 12

Yoo |
e 10
9 [e]
8 I
7 A
6
ros SIE“T L,=1,0073x—0,3181
4 P °
3 [e} DO
2 M
1
LA .
01 2 3 456 7 8 910 X%
|< x > |

Rys. 3.13. Dopasowanie prostej regresji do danych empirycznych z tablicy 3.16
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Roéwnanie prostej regresji przedstawia si¢ wiec nastepujaco:
§i =1,0073 x; - 0,3181.

Wykres tej prostej pokazano na rys. 3.13.01

3.3.4. Uogolnienie wspolczynnika korelacji

Ogo6lng zmiennos¢ zmiennej Y w danym uktadzie do§wiadczalnym charakte-
ryzuje suma:

N
D=9 (3.121)
i=1

Zalezno$¢ Y = f(X) wyjasnia i usuwa cze$¢ tej zmiennosci. T¢ mianowicie cze$c¢,
ktora wynika z faktu, ze kazda zrealizowana warto$¢ zmiennej Y jest w pewnym
stopniu zdeterminowana przez odpowiadajaca jej realizacje zmiennej losowej X.
Nie wyjasniona pozostaje ta cze$¢ ogdlnej zmiennoéci zmiennej Y, ktora jest
charakteryzowana przez sume:

N
Dy -9 (3.122)
i=1

Jest to tzw. zmienno$¢ resztowa 1 jest ona oczywiscie tym wigksza, im gorzej
dopasowana jest linia regresji do ,,chmury” punktéw empirycznych na korelo-
gramie. Zauwazmy, ze gdyby wszystkie punkty owej ,,chmury” lezaty doktadnie
na linii regresji, to:

N\ Yi =i, (3.123)

a w konsekwencji suma (3.122) przyjetaby warto$¢ zero. Mozna zatem przepro-
wadzi¢ nastgpujace rozumowanie:
N
skoro Z (y; - ¥)? stanowi 100% zmiennosci zmiennej losowe; Y,
i=1
N
to Z(yi —¥,)? stanowi D% zmienno$ci zmiennej losowe; Y.
i=1
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W konsekwencji

N
Z (y; -V )?
D [%] =5———— 100. (3.124)
Z (yi - y)?
i=1

Mozemy zatem zmierzy¢ (na przyktad w procentach), jaka cze$¢ ogolnej zmien-
nos$ci zmiennej objasnianej pozostaje nie wyjasniona, po uwzglednieniu faktu, ze
pewna cze$¢ tej zmiennosci wynika z zaleznosci Y od X. Zdefiniowana w ten
sposob unormowana miara braku determinacji w uktadzie dwoch zmiennych
losowych (X, Y) odpowiada pojeciowo wspotczynnikowi indeterminacji (1 — rxzy )
nazywanemu tez wspotczynnikiem zbieznosci, zdefiniowanemu w punkcie
3.3.2.1.
Mozemy wigc napisac:

N
2 (i —9)?
1-RZ =5 (3.125)

2 i-y)?

—

Po niezbgdnych przeksztatceniach mamy:

N
Z(yi _9i)2
Ry =1—';}—2 (3.126)
(y; —V)
2

i w konsekwencji

Ry =R - (3.127)

Jest to uogolniony wspodtczynnik korelacji. Nazywany jest on najczesciej wspot-
czynnikiem korelacji wielorakiej. Znajduje to uzasadnienie w fakcie, ze wspot-
czynnik ten moze by¢ wykorzystany jako unormowana miara $cistosci zwigzku
korelacyjnego wielu zmiennych. Moze on by¢ takze wykorzystany jako wspot-
czynnik korelacji krzywoliniowej dwoch zmiennych, a wigc wowczas, gdy re-
gresja nie ma charakteru liniowego. W przypadku regresji liniowej uogélniony
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wspolczynnik korelacji Ryy jest rOwnowazny wspotczynnikowi korelacji liniowej
Iy danemu wzorami (3.105)—(3.107). Zauwazmy jednak, ze o ile wspotczynnik
korelacji liniowej ry, w zaleznosci od znaku kowariancji, moze przyjmowac
warto$ci z przedzialu [-1; 0] albo z przedzialu [1; 0], o tyle wspotczynnik Ry,
przyjmuje wartosci z przedziatu [0; 1], albowiem jest on zdefiniowany jako do-
datni pierwiastek kwadratowy z odpowiedniego wspotczynnika determinacji;
zob. wzor (3.127). W przypadku gdy wspotczynnik regresji a w rownaniu (3.113)
jest ujemny (a < 0), wspotczynnikowi Ry, przypisuje si¢ znak minus. W celu zilu-
strowania zwiazku miedzy ry, i Ry, postuzymy si¢ przyktadem numerycznym.

Przyklad 3.17

Odwotajmy si¢ powtoérnie do danych empirycznych przedstawionych w przy-
ktadzie 3.14. Na podstawie rownania regresji:

§i =1,0073 x; — 0,3181

wyznaczonego w przyktadzie 3.16 mozemy obliczy¢ warto$¢ resztowej sumy
kwadratéw (3.122). Obliczenia przedstawiono w tablicy 3.19. Ogdlng sume
kwadratéw obliczymy na podstawie danych zaczerpnigtych z tablicy 3.16. Ma-
my mianowicie:
N 2
2
Dy -9)? :300,5121—%:71,7861.
i=1

Na podstawie wzoréw (3.126) i (3.127) otrzymujemy:

21010 9505,
71,7861

Ry =+/0,9894 =0,9948.

W przyktadzie 3.14 otrzymaliSmy ry, = 0,9947. Roznica migdzy uzyskanymi
wynikami (R, — Iy, = 0,0001) nie ma zadnego praktycznego znaczenia i wynika
z zaokraglen w operacjach numerycznych.®

Wspotczynnik korelacji Ry, moze by¢ stosowany przy dowolnej postaci
funkcji regresji, podczas gdy wspotczynnik korelacji liniowej ry, powinno si¢
oczywiscie stosowaé tylko wowczas, gdy spetnione jest zalozenie o liniowoSci
funkcji regresji. Postlugujac si¢ wzorami (3.125)—(3.127) mozna wigc obliczy¢
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warto$¢ wspolczynnika korelacji, determinacji i indeterminacji niezaleznie od
tego, ktora sposrod funkcji przedstawionych w tablicy 3.18 zostanie wykorzy-
stana do aproksymacji zaleznosci migdzy zmiennymi X i Y.

Tablica 3.19
Obliczanie resztowej sumy kwadratéw
i Yi yi Yi — 9i (yi - 9i )2
1 2 3 4 5
1 7,62 7,03 0,59 0,3481
2 0,00 -0,24 0,24 0,0576
3 8,84 8,73 0,11 0,0121
4 2,77 2,82 -0,05 0,0025
5 4,75 4,97 -0,22 0,0484
6 3,30 3,28 0,02 0,0004
7 7,40 7,64 -0,24 0,0576
8 3,86 3,88 -0,02 0,0004
9 2,45 2,27 0,18 0,0324
10 4,71 5,07 -0,36 0,1296
11 4,56 4,56 0,00 0,0000
12 2,13 2,38 -0,25 0,0625
> 52,39 52,39 0,00 0,7516

Zrodlo: obliczenia wlasne.

3.3.5. Regresja wielowymiarowa oraz korelacja wieloraka
i czastkowa

Jesli model regresji z jedng zmienng objasniajaca (zob. tablica 3.18) nie ge-
neruje dostatecznie wysokiej wartosci wspotczynnika determinacji R fy (zob. wzor

(3.126)), to w celu zmniejszenia zmiennoS$ci resztowej wprowadza si¢ do mode-
lu dodatkowe zmienne objasniajace. Przechodzimy wiec do badania kolejnych
modeli ogolnej postaci Y = (X1, Xz, ..., X). Jest to model regresji wielowymia-
rowej. Site zwigzku migdzy wektorem zmiennych objasniajacych (Xi, Xy, ..., Xy)
a zmienng objasniang (Y) mierzy wowczas wspolczynnik korelacji wielorakiej,
wyznaczany wedtug wzoru (3.127). Powigkszanie wektora zmiennych objasnia-
jacych o kolejne zmienne ma oczywiscie sens tylko wowczas, gdy zwicksza to
warto$¢ wspotczynnika determinacji. Jesli nie osiagamy tego efektu, to wprowa-
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dzanie do modelu dodatkowych zmiennych obja$niajacych jest nieracjonalne,
albowiem zwigksza ilo$¢ niezbednych obliczen, nie przyczyniajac si¢ jednocze-
$nie do petniejszego wyjasnienia zmienno$ci whasciwosci obserwowanych obiek-
tow lub powtdrzen zjawiska.

W procesie badania regresji wielowymiarowej i korelacji wielorakiej pod-
stawowg role odgrywaja modele liniowe postaci:

y=a,taXy taXs ..t ak. (3.128)

W przypadku dwoch zmiennych objasniajacych (X, X;) rownanie plaszczyzny
regresji przedstawia si¢ wigc nastepujaco:

y=a,taX, +a; . (3.129)

Stosujac metod¢ najmniejszych kwadratow uzyskujemy nastepujacy uktad row-
nan normalnych:

N N N
a,N+a, D> X +8, > Xy = DY
i-1 i1 in
N N N N
B, X+ DX+ D XX = D XY ¢ (3.130)
i1 o1 i1 o1

N N N N
2 _
a, ) X 8D XjiXoi 85 D X5 = D Xy Y
il io1 o1 i-1

W réwnaniach tych y; oznacza i-ta realizacj¢ zmiennej objas$nianej Y, natomiast
X1i 0raz X, sa odpowiednimi realizacjami zmiennych objasniajacych X; i X,.
Rozwigzujac uktad rownan (3.130) wzgledem a,, a; i a, otrzymujemy parametry
réwnania (3.129).

Istotne uproszczenie obliczen zwigzanych z wyznaczeniem warto$ci tych
parametrOw mozna o0siggnaé stosujgc rachunek macierzowy. Zauwazmy, ze
w rezultacie doswiadczenia uzyskujemy macierz realizacji trojwymiarowej
zmiennej losowej (Y, Xy, X,):

Yi X X2
Yo X2 X2

(3.131)
Vi X X

YN XIN X2N
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Kazda wartos¢ y; traktujemy tu jako liniowa funkcje X; i X, postaci (3.129). Za-
chodzi wigc nastepujaca zalezno$¢:

Yi +oaX; + X,
Y> ToaX, + aX,
- (3.132)
Yi +oaX; o+ aXy
Yn ] L ToaXy toaX,y |

Prawg strong tej rownos$ci mozna przedstawi¢ w formie iloczynu zmodyfikowa-
nej macierzy realizacji zmiennych objasniajacych i wektora kolumnowego para-
metréw réwnania (3.129). Mamy mianowicie:

yl 1 Xll X12
y2 1 X12 X22
N a |. 3.133
yi 1 Xli X2i : ( )
. . : 2
_yN B _1 XlN X2N i
Wynika stad bezposrednio, Ze:
a=(X"X)" XY, (3.134)

gdzie a jest wektorem parametrow, Y oznacza wektor realizacji zmiennej obja-
$nianej Y, natomiast X jest zmodyfikowang macierzg realizacji zmiennych obja-
$niajacych. Przedstawione powyzej rozwazania zilustrujemy na przyktadzie
numerycznym.

Przyklad 3.18

Dwunastu studentow (N = 12) zdawato egzamin z pewnego przedmiotu. Po-
ziom wiedzy studentéw oceniano na skali 100-punktowej. Oceny uzyskane
przez poszczeg6lnych studentow (y;) zestawione sa w kolumnie 2 tablicy 3.20.
Oceny te potraktujemy jako realizacje zmiennej losowej Y. Bedzie to zmienna
objasniana. Zmiennymi objasniajacymi beda:
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X1 — iloraz inteligenciji,
X, — liczba godzin poswigcanych tygodniowo na przygotowanie si¢ do eg-
zaminu.

Realizacje tych zmiennych losowych (xu, X2i) zestawiono w kolumnach 3 i 4
tablicy 3.20.

Tablica 3.20
Dane liczbowe do przyktadu 3.18
i Wynik egzaminu lloraz inteligencji Liczba godzin nauki
Yi X1 Xai
1 2 3 4
1 83 112 9
2 77 115 6
3 95 129 14
4 49 103 4
5 63 117
6 80 115 12
7 91 124 10
8 79 113 9
9 36 106 5
10 58 114 7
11 93 136 8
12 84 127 3

Zrodto: J.E. Freund, Podstawy nowoczesnej statystyki, PWE, Warszawa 1968, s. 336 (podane
w tablicy dane liczbowe sg trescig zadania przeznaczonego do rozwigzania przez Czytelnika).

Rozwazmy kolejno trzy zaleznosci, a mianowicie:
— zalezno$¢ wyniku egzaminu od ilorazu inteligencji

Y@ = Qo1 + a11Xy, (i)

— zalezno$¢ wyniku egzaminu od liczby godzin po§wigconych na przygoto-
wanie si¢ do egzaminu

Y = ag2 + 212Xy, (i)

— zalezno$¢ wyniku egzaminu od obu wymienionych powyzej zmiennych
objasniajacych traktowanych facznie

Y= ado + a1X1 + a2X2. (l“)
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Zatozmy, ze poszukujemy takiego modelu regresji, ktory pozwoli wyjasni¢ co
najmniej 70% zaobserwowanej zmienno$ci zmiennej losowej Y. Najmniejsza
akceptowana warto$¢ wspotczynnika determinacji wynosi wige 0,70.

Ad (i)
Na podstawie danych przedstawionych w tablicy 3.20 mamy:

12 12
Dy =888, > y{ =69500,
i=1 i=I

12 12
> ox, =1411, Y xE =166935,
i=1 i=1

12
> XY =105979.
i=1

Wykorzystujgc te sumy obliczamy warto$ci parametrow liniowego rownania
regresji (i):

Y =-105,5497 + 1,5270 X,
oraz wspotczynnika korelacji liniowej (1, = 0,7943), wspélczynnika determi-
nacji (rz = 0,6309) i wspdtczynnika indeterminacji (1 — r;;, = 0,3691). Okazuje

si¢ wiec, ze zroéznicowanie ilorazu inteligencji wyjasnia nieco ponad 63% ogol-
nej zmienno$ci wynikéw egzaminu.

Ad (i)
Postgpujac analogicznie jak poprzednio, wyznaczamy warto$ci nastgpuja-
cych sum:

12 12 12
DXy =95 D X3 =865 D XY =7402.
= i=1 =
W konsekwencji mamy:
Y2 = 47,9185 + 3,2945 X,

a takze

2 2
M, =0,5688, M, =0,3235, 1- r. —0,6765.



157

Zatem tylko 32,35% og6lnej zmienno$ci zmiennej losowej Y mozna wyjasni¢
zroéznicowaniem czasu, jaki poswigcili poszczegoélni studenci na przygotowanie

si¢ do egzaminu.

Ad (i)

Z przedstawionych powyzej obliczen wynika, ze jesli zmienne objasniajace
Xy i Xy wykorzystywane sa w osobnych modelach regresji, to zadna z nich nie
zapewnia odpowiednio wysokiej warto$ci wspotczynnika determinacji. Obecnie
potraktujemy te zmienne tacznie, w jednym modelu regresji. Wykorzystujac da-
ne empiryczne przedstawione w tablicy 3.20 mozemy napisac:

77
95
49
63
80
91
79
36
58
93
84

83

112
115
129
103
117
115
124
113
106
114
136
127

e e =T =T N N S =

14

12

10|

w oo N o1 ©

Poszukiwany wektor parametrow rownania (iii) ma postac:

Na podstawie wzoru (3.134) mamy:

a=(X'X)X'Y =

—95,085

1,306 |.

1,957
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Roéwnanie (iii) przedstawia si¢ wigc nastepujaco:
Y =-95,085 + 1,306 X; + 1,957 X,.

Wykres tej ptaszczyzny regresji pokazano na rys. 3.14. Zapisujgc otrzymane
réwnanie w postaci:

¥; =—95,085 + 1,306 xy; + 1,957 Xy

mozna wyznaczy¢ warto$¢ resztowej sumy kwadratow (3.122). Obliczenia prze-
biegaja analogicznie jak w tablicy 3.19 (zob. przyktad 3.17). Po wykonaniu tych
obliczen otrzymujemy:

12
3 (y; - ;) =1018,781.

i=l

\ Y=-95085+1306 X, +1957X;,  x

Y

Rys. 3.14. Plaszczyzna regres;ji

Majac warto$¢ tej sumy mozna wyznaczy¢ wspoOtczynnik determinacji i inde-
terminacji, a takze wspotczynnik korelacji wielorakiej. Mamy mianowicie:

§7 —)7i)
i 1018,781
2 _ =l _1_ ' _
1-RZ,,, =L =1 = 0269,

Z(yi -y)?
i=1
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W konsekwencji
R;xlxz = 057311 Ry-X1X2 = 0,855 .

Okazuje si¢ wigc, ze po wprowadzeniu do modelu dwoch zmiennych objasniaja-
cych potrafimy wyjasni¢ 73,1% ogolnej obserwowanej zmienno$ci zmiennej Y.

Wspolczynnik korelacji wielorakiej Ryx.x,.x, jest syntetyczng miarg wspotza-
leznosci migdzy zmienng objasniang Y a zmiennymi objasniajagcymi Xy, Xy, ..., X,
traktowanymi lgcznie. Miarami wspotzaleznos$ci migdzy zmienng Y a poszcze-
gblnymi zmiennymi objasniajacymi Xi, Xy, ..., Xy, traktowanymi z osobna, sa
wspotczynniki korelacji czagstkowej. Mierza one site zwigzku miedzy zmienng Y
a pojedyncza zmienng objasniajacg, przy wyeliminowaniu wplywu wszystkich
pozostatych zmiennych objasniajacych.

W celu wyjasnienia tych probleméw zwroémy ponownie uwage na trojwy-
miarowg zmienng losowg (Y, Xy, X;). W przedstawionych ponizej rozwazaniach
bedziemy postugiwac si¢ uproszczonym zapisem subskryptow. Poszczegdlne
zmienne bedziemy oznacza¢ indeksami 0, 1 oraz 2. Tak wigc na przyktad sym-
bol ry; bedzie oznaczal wspdtczynnik korelacji miedzy zmienng Y (indeks 0)
i zmienng X; (indeks 1), natomiast r;, bedzie wspotczynnikiem korelacji miedzy
X1 1 Xa.

W rozwazanym przypadku trojwymiarowej zmiennej losowej mamy trzy
wspotczynniki korelacji czgstkowej, a mianowicie:

fo1o = for Tz Tz : (3.135)
VA-12)A-r3)
foo1 = o~ Tou T , (3.136)
VA-r)(L-r3)
Moo = i o Tp : (3.137)
VA-r3)A-13)
gdzie:
lo12 — wspolezynnik korelacji miedzy Y i X;, po wyeliminowaniu wpltywu
zmiennej X,
loo1 — wspolezynnik korelacji miedzy Y i X,, po wyeliminowaniu wpltywu
zmiennej Xy,

rao — wspolezynnik korelacji migdzy X; i X;, po wyeliminowaniu wplywu
zmiennej Y.
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Ze wzordow tych wynika bezposrednio, ze w celu wyznaczenia warto$ci
wspotczynnikow korelacji czgstkowej niezbedna jest znajomo$¢ macierzy
wspotczynnikow korelacji. Macierz ta ma postac:

fo Tor Too 1 1y Ty
R=|r, g rpl=(r 1 1, (3.138)
o T TI» o Ty 1

Poniewaz wspotczynnik korelacji liniowej jest miarg symetryczng w tym sensie,
ze Ij = rji, zatém Iy = ro1, Iz = Foz | I21 = r1p. Na glownej przekatnej macierzy
mamy rog = I3 = I, = 1. Macierz R mozna wykorzysta¢ do wyznaczania warto-
sci wspotczynnikoéw korelacji czgstkowej metodami rachunku macierzowego.

W przypadku tréjwymiarowej zmiennej losowej mamy:

-R;
) (1.139)

Fjk = —,—RiiRjj )

gdzie R; oraz Rji i Rj; sa dopetnieniami algebraicznymi macierzy R, przy czym
indeksy i, j oraz k moga przyjmowac¢ wartosci 0, 1, 2. Dopetnienie algebraiczne
Rjj otrzymujemy skreslajac i-ty wiersz oraz j-ta kolumn¢ w macierzy R. Dopet-
nienia R; i Rj uzyskujemy natomiast przez skreslenie i-tego wiersza oraz i-tej
kolumny albo j-tego wiersza oraz j-tej kolumny w macierzy R.

Zastosowanie wzoru (3.139) prowadzi oczywiscie do takiego samego rezulta-
tu, jaki uzyskujemy stosujac jeden z podanych powyzej wzorow (3.135)—(3.137).

Zwr6¢my uwage na wspotczynnik korelacji czastkowej rop,. PO wykonaniu
odpowiednich dziatan otrzymujemy:

_{_ o T2 }

_ o 1 _ ho—Tphy

lo12 = = > =
M1 To|fo To2 \/ (1-13)(1-15)
N1 Il T2

Przyklad 3.18 (kontynuacja)

Macierz wspotczynnikow korelacji R przedstawia si¢ nastgpujaco:

1 0,7943 0,5688
R=10,7943 1 0,3398 |.
05688 0,3398 1
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Wspotczynniki korelacji ro; = My, = 0,7943 oraz rg, = Fyx, = 0,5688 wyznaczyli-

$my w poprzedniej czesci przyktadu. Obecnie, w celu okreslenia macierzy R,
nalezy dodatkowo obliczy¢ wartos¢ wspotczynnika r, = Mo, Na podstawie

danych zestawionych w tablicy 3.20 otrzymujemy ry, = 0,3398.
Na podstawie wzoréw (3.135) i (3.136) mamy:

0,7943—0,5688 -0,3398
012 = > >
J(1-0,56882)(1-0,33982)

=0,7770,

_0,5688—0,7943 -0,3398
02.1 —
b J1-0.79432)(1-0,33982)

=0,6055.

Dla kompletno$ci rozwazan obliczymy rowniez warto$¢ wspotczynnika korelacji
czastkowej rypo = Nex,.y - Wykorzystujac wzor (3.137) otrzymujemy:

_ 0,3398 - 0,7943 -0,5688 02241,

J(1-0,79432)(1 - 0,56882)

r12.0

Na uwage zastuguje fakt, Zze ro; = 0,7943 > rg1, = 0,7770. Tak wigc jesli rozwa-
zany uktad doswiadczalny uwolni¢ od wplywu zmiennej objasniajacej X, tO
wplyw ogolnej wydolnosci intelektualnej (mierzonej ilorazem inteligencji) na
wynik egzaminu jest nieco mniejszy, niz mozna bylo pierwotnie przypuszczac.
Zauwazmy tez, ze o, = 0,5688 < rgp1 = 0,6055. Oznacza to, ze jesli wytaczymy
z rozwazan zmienng objasniajaca X; (iloraz inteligencji), to ro$nie wptyw liczby
godzin poswigconych na przygotowanie si¢ do egzaminu (zmienna X,) na wynik
tego egzaminu (Y). Uzyskana warto$¢ wspotczynnika ri,o wskazuje na to, ze
istnieje niewielka ujemna korelacja miedzy X; i X,. Oznacza to, ze studenci
o mniejszej wydolnosci intelektualnej wykazuja pewna sktonnos¢ do poswieca-
nia wigkszej iloéci czasu na nauke.[]

Majac macierz wspotczynnikow korelacji R mozna obliczy¢ wartos¢ wspot-
czynnika korelacji wielorakiej R, , . bez wyznaczania odpowiedniego row-
nania regresji i okreslania zmiennos$ci resztowej. W przypadku tréjwymiarowej

zmiennej losowej (Y, X1, Xp) wspotczynnik korelacji wielorakiej Ry.xlx2 = Ro12

wynika z nastepujacego wzoru:
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2 2
rs+rs —2r, r.r
R0.12 — 01 02 010212 ) (3140)
1-r2
12

Przyklad 3.18 (zakonczenie)

Po podstawieniu wyznaczonych powyzej elementow macierzy R do wzoru
(3.140) otrzymujemy:

2 2 —_— . . .
ROIZZ\/O,7943 +0,5688“ —2-0,7943-0,5688-0,3398 —0.856.

1-0,33982

Obliczona warto$¢ jest wicksza o 0,001 od wartosci obliczonej poprzednio na
podstawie wzoréw (3.125)—(3.127). Roznica ta wynika z zaokragleh w opera-
cjach numerycznych i nie ma zadnego praktycznego znaczenia.l

Przy opracowywaniu duzych zbioréw realizacji wielowymiarowych zmien-
nych losowych powszechnie stosuje si¢ obecnie technike komputerows. Opra-
cowane do tego celu programy wykorzystuja przede wszystkim procedury obli-
czeniowe oparte na rachunku macierzowym. W takiej sytuacji analiza materiatu
empirycznego rozpoczyna si¢ od macierzy obserwacji postaci (3.131). Dalsza
analiza biegnie dwiema rownolegtymi drogami. Jeden ciag obliczen ma na celu
wyznaczenie rOwnania plaszczyzny regresji. Drugi natomiast zmierza do obli-
czenia odpowiednich miar $cistosci zwigzku korelacyjnego, a przede wszystkim
wspotczynnika korelacji wielorakiej oraz wspotczynnikow korelacji czastkowe;.
Nie sa to drogi niezalezne, a szczegdtowy przebieg obliczen zalezy od klasy wy-
branego modelu regresji. W przypadku modeli liniowych postaci (3.128), kt6re
dominujg w omawianej tu analizie, podstawowe znaczenie ma wyznaczenie ma-
cierzy wspotczynnikow korelacji R (zob. wzor (3.138)). Majac t¢ macierz mozna
wyznaczy¢ zar6wno wspotczynnik korelacji wielorakiej (wzor (3.140)) i wspot-
czynniki korelacji czastkowej (wzor (3.139)), jak i parametry rownania ptasz-
czyzny regresji.



Rozdzial 4

ESTYMACJA PARAMETROW ZMIENNYCH LOSOWYCH

4.1. Wprowadzenie

W tym rozdziale, a takze w rozdziale 5, bedziemy zaktadac, ze zbiorowos¢
generalna A poddawana jest badaniom niewyczerpujagcym (czesciowym), a jedy-
nym empirycznie dostgpnym zrdédlem informacji o tej zbiorowosci jest proba A.
W glownym nurcie rozwazan bedziemy przyjmowac, ze A jest prosta proba
losowg (zob. rozdziat 2), a wyjatkowo bedziemy rowniez odwotywacé sie do pro-
by uzyskiwanej na drodze losowej bez zwracania. Rozwazania ograniczymy —
analogicznie jak dotychczas — do jednowymiarowych i dwuwymiarowych
zmiennych losowych. Przypomnijmy (zob. rozdziat 2), ze w przypadku jedno-
wymiarowej zmiennej losowej X, w rezultacie przeprowadzonych badan otrzy-
muje si¢ zbior realizacji postaci (2.25):

Xo={x; i=1,2,..nkh

W przypadku dwuwymiarowej zmiennej losowej (Xi, X,) zbior realizacji
uzyskiwany w rezultacie do§wiadczenia ma postac¢ (2.27):

(X, X = {(Xuiy X); 1=1,2,...,n}.

W literaturze przedmiotu, zwtaszcza w pozycjach nie zorientowanych na za-
stosowania metod statystycznych w naukach empirycznych, zbiory realizacji X,
(X1, Xz)n nazywane sa probkami. Bedziemy rowniez uzywac tego okreslenia,
pamigtajac jednak, Ze jest to uproszczenie, albowiem nalezy rozréznia¢ probke
(A)1ijej liczbowy obraz, jakim jest odpowiedni zbior realizacji. Rozroznienie to
jest istotne, poniewaz jedna probka moze mie¢ wiele liczbowych obrazow, w za-
leznosci od cech wybranych do badania, a takze zastosowanych metod badania
i funkcji pomiarowych. Charakterystyki obserwowanych zmiennych losowych X
i (X1, X2), wyznaczane na podstawie zbiorow realizacji X, i (X3, Xy)n, okreslane
sa jako charakterystyki z proby albo statystyki. Charakterystyki te sa zmiennymi
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losowymi, a wartosci liczbowe uzyskiwane w rezultacie badania konkretnych
probek A sa realizacjami tych zmiennych losowych. Wynika to z faktu, ze kaz-

da zbiorowo$¢ generalna A, poddawana badaniom niewyczerpujacym generuje
pewng przestrzen prob A, a wylosowana proba A jest tylko jednym elemen-

tem tej przestrzeni. Problemy te — majace podstawowe znaczenie w procesie
szacowania (estymacji) parametrow zmiennych losowych w zbiorowos$ci gene-
ralnej — wyjasnimy na przyktadzie.

Przyklad 4.1

Niech zbior
A={Aq, Ay, As, Ay, As}
bedzie obserwowang zbiorowo$cig generalng. Zatozmy, ze — w celu zbadania
wlasnosci tej zbiorowosci ze wzgledu na pewna ceche B — postanowiono pobrac
probke o licznosci n = 2. Ile réznych prob o tej liczno$ci mozna wylosowac ze
zbiorowosci A? W przypadku losowania ze zwracaniem kazda taka proba jest
dwuelementowa wariacja z powtérzeniami. Wariacji takich jest N" = 5° = 25,

Przestrzen prob A’ jest wiec zbiorem 25-elementowym. Mamy mianowicie:

A ={(A1, A, (As, Ay, (Ar, Ag), (Ar, As), (Ag, As), (Az, Ay, (Az, Ay),

(A2, Ag), (A2, Ag), (A2, As), (A, Ar), (As, A2), (As, Ag), (As, As),
(A31 AS)! (AAa Al)v (AAa AZ)! (AAa A3)! (A4, AA)! (AAa A5)1 (A51 A1),
(As, A2), (As, Az), (As, Ag), (As, As)}.

Dokonujac losowania proby A o licznosci n = 2 realizujemy jedng sposrod
tych 25 mozliwosci. Na podstawie badania wylosowanej proby chcemy oszaco-
wac interesujgcy nas parametr obserwowanej zmiennej losowej w zbiorowosci
generalnej. W celu wyjasnienia tego procesu zaldozmy, ze badanej zbiorowosci A
odpowiada hipotetyczny zbior realizacji:

Xy ={u=h[B(A)] =1, X, =h[B(A)] =2, x;=h[B(AJ)] =3,
X4 = h[B(As)] =4, xs=h[B(As)] =5} ={1, 2, 3, 4, 5}.
Zaktadamy wigc, ze obserwowana zmienna losowa X ma w zbiorowosci gene-
ralnej A rozktad prostokatny o wartosci przecigtnej X = 3. Rozklad ten pokazano
na rys. 4.1A. Charakterystyka z proby, ktorg wykorzystamy do szacowania war-
toci przecietnej X A > jest Srednia arytmetyczna z proby X N - W rozwazanym
przypadku jest to zmienna losowa 0 hastgpujacym zbiorze wart0sci:
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{1,15;2;25; 3;35; 4, 4,5, 5}.
Liczbowym obrazem przestrzeni probek jest zbior wszystkich mozliwych
realizacji (X ) zmiennej losowej X, n - Wykorzystujac wzor (3.8) zbior ten moz-
na przedstawic¢ nastepujaco:

{(1;1), (1,5; 2), (2; 3), (2,5; 4), (3; 5), (3,5; 4), (4, 3), (4,5; 2), (5; 1)}

Opierajac si¢c na tym zbiorze skonstruowano funkcje prawdopodobienstwa

zmiennej losowej X, . Wykres tej funkcji pokazano na rys. 4.1B. Z rysunku te-
go wynika bezposrednio, ze:

P( X, - X\ |<0,5) =13/25=0,52,

P(| X, — X |<1)=19/25 =0,76,

P( X, - X\ |<1,5)=23/25=0,92,

P( X, — Xy|<2)=25/25=1.

W przypadku losowania zaleznego (bez zwracania) probka A jest — w roz-

wazanym przypadku — dwuelementowg wariacjg bez powtoérzen. Wariacji takich
mamy N!/(N — n)! = 5!/3! = 20. Przestrzen probek przedstawia si¢ wigc nastepu-

jaco:
A ={(A1 A), (As, As), (A1, Ag), (As, As), (A, Ay), (Az, Ag), (Ag, Ag),
(A21 AS)’ (A3’ Al)! (A3’ AZ)’ (A3’ A4)’ (A31 A5)1 (A4’ Al)! (A41 A2)1
(A, Az), (A, As), (As, Ar), (As, A2), (As, As), (As, Ag)}-

Srednia arytmetyczna z proby X, jest w tym przypadku zmienng losowa o na-
stepujacym zbiorze wartoSci:
{15; 2, 25; 3; 3,5; 4; 4,5}.
Zbidr wszystkich mozliwych realizacji tej zmiennej losowej przedstawimy
w postaci (3.8). Mamy wigc:
{(15:2),(2;2), (2,5: 4), (3; 4), (3,5; 4), (4, 2), (4,5; 2)}-

Funkcj¢ prawdopodobienstwa skonstruowang na podstawie tego zbioru po-
kazano na rys. 4.1C. Z rysunku tego wynika, ze:

P( X, - X, |<0,5)=12/20 = 0,60,
P( X, - X, |<1)=16/20=0,80,
P( X, = X |<1,5)=20/20 = 1.
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Okazuje si¢ wiec, ze w przypadku losowania bez zwracania prawdopodo-
bienstwo duzego bledu szacowania jest mniejsze niz w przypadku losowania ze
zwracaniem.®

Przedstawiony przyktad pozwala wyr6zni¢ trzy wazne pojecia teorii estyma-
cji, a mianowicie:

— Szacowany parametr,

— estymator,

— oceng parametru (albo oszacowanie).

Szacowanym parametrem jest tu warto$¢ przecigtna (X a ) obserwowanej
zmiennej losowej (X) w zbiorowosci generalnej (A). Estymatorem jest $rednia
arytmetyczna ()7n ), rozumiana jako funkcja okre$lona na zbiorze realizacji X.

Oceng (oszacowaniem) jest natomiast warto$¢ §redniej arytmetycznej z proby
(X,,), obliczona na podstawie uzyskanego zbioru realizacji. Przytoczony przy-
ktad ilustruje tylko jeden typ estymacji, a mianowicie punktowqg eStymacje
parametryczng. Jest t0 estymacja ,,parametryczna”, albowiem jej celem jest
oszacowanie nieznanej wartosci parametru zmiennej losowej w zbiorowosci ge-
neralnej. Okreslenie ,,punktowa” oznacza natomiast, ze efektem postepowania
estymacyjnego jest jedna liczba, a wigc jeden punkt na osi liczb rzeczywistych.
W przypadku przedziatowej estymacji parametrycznej produktem szacowania
jest pewien przedzial na osi liczb rzeczywistych (tzw. przedzial ufnosci), ktory
z okreSlonym prawdopodobienstwem pokrywa nieznang warto$¢ parametru.
Wyrdznia si¢ takze estymacje nieparametryczng, ktorej celem jest ocena postaci
funkcyjnej dystrybuanty obserwowanej zmiennej losowej w zbiorowo$ci gene-
ralnej.

4.2. Estymatory i ich podstawowe wlasnosci

Szacowany parametr oznaczymy symbolem Q. Moze to by¢ — na przyktad —
parametr p w rozktadzie dwumianowym, warto§¢ oczekiwana (x) — albo warian-
cja (6°) — normalnej zmiennej losowej, parametr A w rozktadzie wyktadniczym

itd. (zob. rozdziat 1). Estymator parametru Q oznaczymy symbolem Q_. Sym-
bolem tym begdziemy rowniez oznacza¢ ocene (oszacowanie) parametru Q.
Estymatorem én moze by¢ kazda charakterystyka z proby, ktorej rozktad zalezy
od parametru Q. Nie wszystkie statystyki spetniajace ten warunek maja odpo-



168

wiednie wilasnosci operacyjne. Od dobrego estymatora wymaga si¢ — przede
wszystkim — by byt on nieobciazony, zgodny i efektywny™.
Estymator Q, jest nieobciazony, jesli:

E(Q,)=Q. 4.1)

Estymatorem nieobcigzonym jest wigc taka charakterystyka z proby (statystyka),
ktorej warto$¢ oczekiwana jest rOwna szacowanemu parametrowi. Estymatory,
ktore nie majg wtasnosci (4.1), sa estymatorami obcigzonymi. Estymatory takie
generujg obcigzone oszacowania. Wielko$¢ obcigzenia wynika z roznicy:

& =E(Q,)-Q. (4.2)
Jesli estymator obcigzony ma wlasnos$¢ polegajaca na tym, ze:
lim &, =0, (4.3)
n—w

to mamy do czynienia z estymatorem asymptotycznie nieobcigzonym. Estymator
Q,, Jest zgodny, jesli:

limP(Q,-Ql< =1, (4.4)

gdzie ¢ jest dowolnie mata, dodatnig liczba rzeczywista. Estymatorem zgodnym
jest wiec taka charakterystyka z proby, ktora podlega prawu wielkich liczb.
Oznacza to, ze zwigkszajac licznos¢ probki (n) mozna zmniejszy¢ btad szaco-
wania (oceny).

Miarg efektywnosci estymatora jest jego wariancja D?(Q ). Estymatorem
najefektywniejszym jest estymator o najmniejszej wariancji. Do oceny efektyw-
nosci estymatora wykorzystuje si¢ nastepujaca charakterystyke:

. . D2@Q)

e(Q, )= —_, 45
(Q,) p’@,) (4.5)

gdzie (jn jest estymatorem ocenianym, natomiast é; 0znacza estymator naje-
fektywniejszy.

! Rozwaza sie rowniez inne whasnosci, wérod ktérych szczegolnie istotng role odgrywa dosta-
teczno$¢ estymatora. Zob. J. Gren, Statystyka matematyczna — podrecznik programowy, PWN,
Warszawa 1987.
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Estymator én posiadajacy wlasno$¢ polegajaca na tym, ze:
lime(Q,) =1 (4.6)
n—oo

jest estymatorem asymptotycznie najefektywniejszym. Jesli estymator jest nie-
obcigzony, to wysoka efektywno$¢ zapewnia male prawdopodobienstwo duzego
btedu oszacowania (oceny).

4.3. Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Wsrod metod uzyskiwania estymatorow podstawowe znaczenie maja:

— metoda momentéw,

— metoda najmniejszych kwadratow,

— metoda najwigkszej wiarygodnosci.

Metode momentdéw zastosowaliSmy intuicyjnie w przykladzie 4.1, a w spo-
sob bardziej usystematyzowany wykorzystano t¢ metode w punkcie 4.7 przy
konstruowaniu estymatora wspotczynnika korelacji liniowej. Postepowanie cha-
rakterystyczne dla metody najmniejszych kwadratow zastosowalismy w rozdzia-
le 3 przy wyprowadzaniu wzoru na $rednig arytmetyczng. Problemdéw tych nie
bedziemy szerzej omawiaé. Przedstawimy natomiast doktadniej metode naj-
wickszej wiarygodnosci, ktora ma najwigksze znaczenie praktyczne.

Funkcja wiarygodno$ci ma postac:

L% Q) = [T f (x: Q). 4.7

i=1

gdzie f (x;; Q) oznacza prawdopodobienstwo uzyskania warto$ci X; € X, przy
pewnej nieznanej warto$ci parametru Q albo odpowiedniag gestos¢ prawdopodo-
bienstwa (w przypadku cigglych zmiennych losowych).

Funkcja (4.7) wyraza wigc prawdopodobienstwo uzyskania zbioru realizacji
X, przy pewnej wartosci parametru Q. Zauwazmy, ze u podstaw funkcji wiary-
godnosci postaci (4.7) lezy zalozenie, ze elementy zbiorowosci generalnej wy-
bierane s3 do proby na drodze losowania niezaleznego. Tylko woéwczas bowiem
prawdopodobienstwo uzyskania zbioru realizacji X, = {X1, X2, ..., Xi, ..., Xn} j€St
rowne iloczynowi prawdopodobienistw uzyskania poszczegdlnych realizacji
X; € X,. Idea metody najwiekszej wiarygodno$ci polega na poszukiwaniu takiej
wartosci Q, przy ktorej funkcja L(X,; Q) osigga maksimum — stagd nazwa metody.
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Rezultatem postgpowania jest funkcja:
Q,, = h(Xv), (4.8)

bedaca poszukiwanym estymatorem parametru Q.

Estymacja parametru p w rozkladzie dwupunktowym zero-jedynkowej
zmiennej losowej

Niech X oznacza zero-jedynkowa zmienng losowa. Jedynym parametrem
rozktadu takiej zmiennej jest p = P(X = 1) (zob. rozdziat 1). Elementami zbioru
realizacji X, sa — ex definitione — zera i jedynki. Funkcje wiarygodno$ci zapi-
szemy nastepujaco:

n
L=]]p50-p)"". (4.9)
i=1
Jesli x; = 0, to i-ty czynnik iloczynu rowny jest 1 — p. Je$li natomiast X; = 1,

to czynnik ten przyjmuje warto$¢ p. Po wykonaniu mnozenia mamy:

n

M=

n—

2% .
L=p= (1-p)

Logarytmujac to wyrazenie otrzymujemy:

X
1

In Lzzn:xi In p+(n—zn:xi)ln(1— p).
i=1 i=1

Wyznaczamy pierwszg pochodng funkcji In L wzgledem p:

Po przyrownaniu tej pochodnej do zera i rozwigzaniu otrzymanego réwnania
wzgledem p mamy:

1
H-Z;Xi'

p:
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Poszukiwana funkcja (4.8) ma wigc postac:

P =

S| =

Zn:xi . (4.10)
i=1

Okazuje si¢ wigc, ze estymatorem parametru p jest $rednia arytmetyczna
Z proby. Jest to rOwniez estymator parametru p w rozkladzie dwumianowym,
albowiem zmienna losowa Y ~ B(n, p) jest suma n niezaleznych zmiennych
X ~ D(p). Mozna wykaza¢, ze p, jest estymatorem nieobcigzonym, zgodnym
i najefektywniejszym.

Estymacja parametru A w rozkladzie Poissona

Niech X oznacza zmienng losowa o rozktadzie Poissona, o nieznanym para-
metrze A. Funkcja wiarygodno$ci ma postac:

L:]‘[}“Xie_i . (4.11)

io X!

Postegpujac analogicznie jak poprzednio mamy:

i&

A=l efnj-

n
[Tx!
il

L=

n n
InL=> x;Ini-ni-> Inx!,
i-1 i1

dinL 1
=—N+—) X,
di AZ :

i=l




172
Poszukiwany estymator parametru A ma wigc postac:
~ 1
. :_Z X; . (4.12)
n 4
Jest to estymator nieobcigzony, zgodny i najefektywniejszy.

Estymacja parametru u w rozkladzie normalnym

Niech X oznacza normalng zmiennga losowa o nieznanym parametrze g
Funkcja wiarygodno$ci ma postaé:

(4.13)
n 1 n
- exp | =5 > (% )’
[a 27[] { 202§ '
Po zlogarytmowaniu mamy:
nt=nintenin— LS -2 (4.14)
o \/E 2021 : . '

Wyznaczamy pochodng tej funkcji wzgledem w1 przyrownujemy ja do zera:

dInL:LzZXi Lz (ZX ]
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Poszukiwany estymator parametru z ma wiec postac:
~ 1
Uy :—z X; - (4.15)
Jest to estymator nieobcigzony, zgodny i najefektywniejszy.

Estymacja parametru o w rozkladzie normalnym

Funkcja wiarygodno$ci ma posta¢ (4.13). Wyznaczamy pochodng funkcji
(4.14) wzgledem o i porébwnujemy ja do zera:

dinL n . )
N
do? 2072 204;: i

_LJFLZH:(X -u)?=0
20'2 20'4 i=1 I

W konsekwencji mamy:

N (4.16)

—_

Estymacja parametru A w rozkladzie wykladniczym

Niech X oznacza zmienng losowa o wyktadniczym rozktadzie prawdopodo-
bienstwa z nieznanym parametrem A. Funkcja wiarygodnos$ci ma postac:

n
=[]re". (4.17)
i=1
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Mamy wigc:

R
L=2e =,

n
INnL=nInA-2> %; .
i-1

Wyznaczamy pochodng tej funkcji wzgledem A, a nastepnie przyrownujemy ja

do zera:

dinL n
di A

i=l

Poszukiwany estymator parametru A ma wigc postac:

n

S

i=1

A= (4.18)

Jak latwo zauwazy¢, otrzymany estymator jest odwrotnoscig $redniej arytme-
tycznej z préby.
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4.4. Punktowa estymacja parametrow jednowymiarowej
zmiennej losowej

Podstawowymi charakterystykami jednowymiarowej zmiennej losowej sg:

— warto$¢ oczekiwana, ktora charakteryzuje przecig¢tny poziom badanej ce-
chy w zbiorowosci generalnej,

— wariancja i odchylenie standardowe, ktore charakteryzujg zroznicowanie
zbiorowosci generalnej ze wzgledu na badang cechg.
Estymacja tych parametrow jest zwykle jednym z podstawowych celéw kazdego
doswiadczenia.

4.4.1. Szacowanie wartosci oczekiwanej

4.4.1.1. Srednia arytmetyczna z proby

Srednia arytmetyczna z proby (X, o) jest podstawowym estymatorem warto-
$ci oczekiwanej E(X), niezaleznie od tego, jaki rozktad ma obserwowana zmien-
na losowa X. Jesli zbior realizacji X, ma posta¢ szczegétowego szeregu staty-
stycznego, to warto$¢ Sredniej arytmetycznej z proby wyznacza si¢ wedlug wzoru:

= 1
Xp=—D X, (4.19)
L]
w ktérym x; oznacza i-tg realizacje w zbiorze X, natomiast n jest liczno$cig proby.
W przypadku gdy podstawe obliczen stanowi zbior realizacji X, stransfor-

mowany do postaci szeregu rozdzielczego, wartosci X, Wyznacza si¢ wedlug
wzordw analogicznych do (3.31) i (3.33). Mamy mianowicie:
K

k
IR

x, = =4z : (4.20)

n k n
2

=l

—. 0

Ko =2 VXS, (4.21)

k
j=1

przy czym znaczenie symboli w tych wzorach jest takie samo jak w rozdziale 3.
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Przypomnijmy, ze w przypadku dyskretnych zmiennych losowych xj jest

elementem zbioru X°, natomiast w przypadku ciagtych zmiennych losowych jest
to $rodek przedziatu klasowego (Xgj; Xg;]. Symbol fj oznacza liczbg realizacji

Xi € X, o warto$ciach rownych X‘J? albo liczbe realizacji x; € X, spelniajgcych

podwdjna nierdownosc¢ Xgj < X < Xgj, Natomiast v; = f;/n jest odpowiednia czgsto-
$cig wzgledna.

Formalne wtasnosci $redniej arytmetycznej z proby sg takie same jak w ba-
daniach wyczerpujacych; zob. wzory (3.36) — (3.39) oraz (3.36a) —(3.39a).

Srednia arytmetyczna z proby jest estymatorem nieobcigzonym, zgodnym
i najefektywniejszym. Zauwazmy, ze we wszystkich przypadkach rozwazanych
w punkcie 4.3 uzyskali$my $rednig arytmetyczng z proby, jako estymator odpo-
wiedniej warto$ci oczekiwanej. Przypomnijmy (zob. rozdziat 1), ze warto§ciami
oczekiwanymi zmiennych losowych o rozktadzie zero-jedynkowym, Poissona
i normalnym sg odpowiednio parametry p, A4 i x W przypadku zmiennej losowej
o rozktadzie wyktadniczym zachodzi zaleznos¢ E(X) = 1/A. Poniewaz ze wzoru

(4.18) wynika, ze X_ :1/}:”, zatem réwniez w tym przypadku uzyskali$my

$rednig arytmetyczng z proby jako estymator wartosci oczekiwane;.

4.4.1.2. Mediana z proby

Do estymacji wartosci oczekiwane] wykorzystywane sg rowniez statystyki
pozycyjne z proby. Wsrod estymatorow tej klasy podstawowe znaczenie ma me-
diana z proby Xpen. Wartosci tej charakterystyki wyznacza si¢ analogicznie jak
w przypadku badan wyczerpujacych (zob. rozdziat 3). Mamy wigc:

Xme.n = X(HTH) . (4.22)
1
Xmen =~ [X(n/2) +X(n/2+1) ] (4.23)
r-1
1)
=l
R (4.24)

r

Wzory (4.22) i (4.23) znajduja zastosowanie wowczas, gdy zbior realizacji
X, dany jest w postaci szczegdlowego szeregu statystycznego, natomiast wzor
(4.24) stosuje si¢ w przypadku szeregu rozdzielczego. Technike wyznaczania
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mediany opisano w rozdziale 3 (zob. punkt 3.2.2.5). Mediana z proby jest
znacznie gorszym estymatorem wartosci oczekiwanej niz $rednia arytmetyczna
z proby. Zastosowanie mediany z proby (jako estymatora wartosci oczekiwanej)
ograniczone jest do cigglych zmiennych losowych o rozktadach wykazujacych
co najwyzej umiarkowang asymetri¢. W przypadku takich rozktadow Xpe, jest
estymatorem asymptotycznie nieobcigzonym. Efektywnos$¢ tego estymatora wy-
nosi okoto 64% efektywnosci $redniej arytmetycznej z proby?, a ponadto Xpen
nie jest estymatorem asymptotycznie najefektywniejszym. Mediana z préby nie
jest tez estymatorem zgodnym.

4.4.2. Szacowanie wariancji i odchylenia standardowego

4.4.2.1. Wariancja z proby

Wyrédznia si¢ trzy charakterystyki okreslane jako wariancja z proby. Staty-
styki te oznaczymy symbolami S? S?i S? Jesli zbiér realizacji X, ma postaé

szczegdlowego szeregu statystycznego, to realizacje zmiennej losowej S % wyni-
kajg ze wzoru:

8=

S| —

n
D% —w)? (4.25)
i=1
W przypadku zmiennej losowej S mamy:

Z(Xi ~-X)* = (4.26a)
n n 2
{fo —%in} = (4.26b)

n n 2
> x} —&Z xiJ : (4.26¢)

? Doktadna wartosé (Xmen) = 2/7, zob. J. Gren, op. cit., s. 213.
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Realizacje zmiennej losowej S obliczamy wedhug wzorow:

s? =—Z(xi ~-X )= (4.27a)

n n 2
- Livye _%[z xi] _ (4.27b)

n n 2
ZLZX? _ n(nl_l) (Z Xij _ (4.27¢)

n-1i5 i=1

Kazdy z tych wzorow mozna oczywiscie stransformowac do postaci znajdu-
jacej zastosowanie w przypadku szeregu rozdzielczego. Rezultatem tych prze-
ksztalcen sag wzory analogiczne do tych, ktore przedstawiono w punkcie 3.2.3.
Mamy mianowicie:

1< .
s L3 g, (429)
IUEE
2]
j=l1
K
ézzzlvj(x‘;—u)z. (4.29)
j=
k
ZfJ(XJ—Xn)Z 1 k
§2=H—=H2fj(x;_yn)2= (4.30a)
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3 i=1 _
= . =
21
j=l1
1] & ) 1< ’
j=1 J=1

1& o (18, . ’
=Hij(xj) - Hzfjxj . (4.30c)

j=1 j=1
2 = )2
87 = 20,0 -%,)" = (4.31a)
J:
k 5 k 2
= 1vj(xj) — Z]ijj . (4.31b)
= =

k

k
z fj (Xj _yn)2
j=1

1 o w2
=1

Yf-1 J'
j=1
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2
_ b Zk:f (x )2-—[if X ] - (4.32b)
n-1|45

=l

B

2
k

nl il

Zauwazmy, ze charakterystyke (4.25) otrzymalismy w punkcie 4.3, wyzna-
czajac estymator parametru o> zmiennej losowej X ~ N(y, o); zob. wzor (4.16).
Statystyka S 2 jest nieobcigzonym, zgodnym i najefektywniejszym estymatorem
wariancji. Zastosowanie tego estymatora jest jednak ograniczone do tych — raczej
nieczgstych — przypadkoéw, gdy znana jest warto$¢ oczekiwana obserwowanej
zmiennej losowej. Zastepujac warto$¢ oczekiwang jej oszacowaniem (X,), uzy-

skujemy estymatory S?i S? Statystyka S? jest obciazonym estymatorem wa-
riancji w zbiorowos$ci generalnej. Wielko$¢ tego obcigzenia wynika ze wzoru:

_ 2
<%=E@6—0%J%ia?q¥=—%r<u (4.33)

Poniewaz

2
lim-2- -0, (4.34)

n—o0 n

zatem S? jest estymatorem asymptotycznie nieobcigzonym. Oznacza to, ze sys-
tematyczny blad oceny (oszacowania) parametru maleje ze wzrostem licznosci
probki (n). W przypadku matych probek nieobcigzonym, zgodnym i najefektyw-
niejszym estymatorem wariancji jest statystyka S2, o warto$ciach wyznaczonych
ze wzorow (4.27) i (4.32). We wzorach tych sumg kwadratow odchylen od $red-
niej arytmetycznej dzielimy przez liczbe stopni swobody, czyli przez liczb¢ nie-
zaleznych obserwacji; a poniewaz jeden stopien swobody tracimy wyznaczajac
$rednig arytmetyczng ze zbioru X, wiec przy obliczaniu wartosci s> mamy n — 1
niezaleznych obserwacji. Zauwazmy, ze przy obliczaniu wartosci $ ? liczba

stopni swobody jest rdwna liczbie obserwacji (n), albowiem zastosowanie wzoru
(4.25) nie wymaga wczesniejszego obliczania wartosci $redniej arytmetycz-
nej X, .
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4.4.2.2. Odchylenie standardowe z proby

Odchylenie standardowe z proby jest dodatnim pierwiastkiem kwadratowym
z wariancji. Istnieja wigc trzy charakterystyki okreslane wspolnym mianem od-

chylenia standardowego z proby, a mianowicie: S =4/S* , S =4S’ iS=vS?.

Wartosci tych charakterystyk wyznacza si¢ biorac dodatnie pierwiastki kwadra-
towe z wartosci S 2 S 2 s?, obliczonych wedtug wzordéw (4.25)—(4.32). Mimo ze

statystyki S?i S? sa nieobcigzonymi estymatorami wariancji, to jednak zaréwno
q azony y )1, 10

S jak i S sg tylko asymptotycznie nieobcigZonymi estymatorami odchylenia
standardowego w zbiorowos$ci generalnej. W przypadku zmiennej losowej
X ~ N(u, o) obcigzenie to mozna usung¢. Nieobcigzonymi estymatorami odchy-
lenia standardowego (o) sg statystyki S* i S*, ktérych wartosci wyznacza si¢ ze

wzoréw:

* =

¢, (4.35)

117}
117}

s*=s-¢C, (4.36)

w ktorych

¢ = (4.37)

37

2

gdzie r oznacza liczbe stopni. We wzorze (4.35) mamy r = n. Jesli natomiast sto-
sujemy wzor (4.36), to r = n — 1. Wartosci funkcji gamma wyznacza si¢ nastgpu-

jaco:

(%—lj! gdy r jest liczba parzysta, n=>2

2
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(r__lj( r —3] ... (lj \/; gdy r jest liczbg parzysta, n>2

2

(r_"'l_ljg gdy r jest liczba nieparzysta, n>1
2

Przyklad 4.2

Zat6zmy, ze r = 5. Chcemy obliczy¢ warto$¢ ¢, = Cs. Po podstawieniu r =5
do wzoru (4.37) mamy:

31
22

VIV 075Vr5 29725
c = _ - N
= - = ~
r(s;lj 5 [g_ lj! 5o W2 284

Podstawiajac t¢ warto$¢ do wzoru (4.35) albo (4.36), uzyskujemy niecobcigzong
oceng¢ odchylenia standardowego w zbiorowosci generalnej.l

~1,0509.

4.4.2.3. Szacowanie odchylenia standardowego normalnej zmiennej losowej
na podstawie rozstepu z proby

Rozstep z proby (R,) jest zmienng losowa, ktorej realizacje (r,) wyznacza si¢
analogicznie jak rozstep w badaniach wyczerpujacych (zob. punkt 3.2.3.3).
Mamy wigc:

M = Xmax — Xmin = X(n) - X(l)a (438)

gdzie Xmin = X1y 0znacza pierwsza, Natomiast Xmax = X(n) ostatnia realizacj¢ w zbio-
rze X, uporzadkowanym za pomoca relacji ,,<”. Jesli obserwowana zmienna
losowa ma rozktad normalny z odchyleniem standardowym o, to statystyka R./o
ma nastgpujace parametry:

E (ﬁJ = dy, (4.39)

D (&J = Ky, (4.40)
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W zamieszczone] w aneksie tablicy V zestawiono wartosci d, k, i 1/d, dla
n=2, (1), 10.

Zaleznos$¢ (4.39) mozna wykorzysta¢ do skonstruowania estymatora odchy-
lenia standardowego o. Przeksztalcajac to wyrazenie otrzymujemy:

dn: ﬂ’
(2
_ERy)
7T

Poszukiwany estymator parametru o ma wigc postaé:

S

, (4.41)

O'nz

o

n

gdzie T jest Srednig arytmetyczna rozstgpu w probee o licznosci n. Na podkre-

Slenie zastuguje fakt, ze wzgledna efektywnos$¢ estymatora (4.41) maleje ze
wzrostem liczebnosci proby. Dlatego tez, jesli n < 10, to rozstgp (rn) uzyskany
W rezultacie badania jednej probki mozna przyja¢ jako . we wzorze (4.41).
W przypadku probek o wigkszych liczebnosciach postepuje si¢ nastepujaco:

— zbior realizacji o licznosci m > 10 rozcina si¢ na k podzbioréw o jednako-
wej licznosci n < 10; tak wige m = kn;

— w kazdym podzbiorze wyznacza si¢ rozstep wedtug wzoru (4.38), a na-
stepnie oblicza si¢ $redni rozstep wedlug wzoru:

o 1¢
Mn :_Zrn,h ) (4.42)
k h=1

w Ktorym r,, oznacza rozstgp w h-tym podzbiorze o licznosci n;
— uzyskang warto$¢ T podstawia si¢ do wzoru (4.41).

Przyklad 4.3

Wyniki badania doraznej wytrzymatos$ci na rozciaganie zestawione w tablicy
3.3 potraktujemy obecnie jako probke (o licznosci n = 36) z nieskonczenie licz-
nej zbiorowosci generalnej. Ksztalt histogramu pokazanego na rys. 3.2 pozwala
przyjaé zatozenie, ze¢ mamy do czynienia ze zmienng losowa X ~ N(x, o), przy
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czym i o nie sa znane. Oszacujemy odchylenie standardowe (o) tej zmiennej
losowej, stosujac kolejno odchylenie standardowe z proby (S) oraz estymator
oparty na rozstepie (4.41). Wykorzystujac obliczenia przedstawione w tablicy
3.12 wyznaczamy wartos¢ statystyki S° wedtug wzoru (4.32a):

X 2
15X - %,)
=l

k

> -1
j=l1

5 113175

s = ~32,3357.

W konsekwencji mamy:
S~ /32,3357 ~ 5,69.

Obecnie dokonamy oszacowania wartosci ¢ za pomocg estymatora wyrazo-
nego wzorem (4.41). Liczno$¢ proby wynosi m = 36. Przyjmujemy k = 6.
W konsekwencji n = 6. Rozcinamy zbior realizacji przedstawiony w tablicy 3.3
na 6 podzbioréw i w kazdym z nich wyznaczamy rozst¢gp. Mamy wigc:

re1 = 87,28 — 61,64 = 25,64
e, = 86,43 — 72,34 = 14,09
res=77,43-68,12= 9,31
Fea = 88,21 — 74,20 = 14,01
o5 = 84,35 — 67,88 = 16,47
les = 87,50 — 75,57 = 11,93

6
D e =91,45,
h=1

_ 91,45
r =

p ~1524,

~ 1
o, =T, -—=1524-0,395~6,02

dn

Warto$¢ dg = 0,395 odczytano z tablicy V zamieszczonej w aneksie. Niewielka
rozbiezno$¢ migdzy uzyskanymi ocenami parametru o nie ma praktycznego
znaczenia.®
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4.5. Rozklady podstawowych charakterystyk z proby

4.5.1. Rozklad Sredniej arytmetycznej z proby

Jesli obserwowana zmienna losowa X ma rozktad normalny o parametrach
E(X) = ui D(X) = o, to $rednia arytmetyczna z proby X, — o realizacjach uzy-
skiwanych wedtug wzorow (4.19), (4.20), (4.21) — ma réwniez rozktad normalny
0 parametrach:

E(X)=u(X)=u, (4.43)
A o
D(X,)=0(X)=—4. (4.44)
" Jn
W konsekwencji wartosci u obliczane wedtug wzoru:
X, —u(X) X, -
u=-_n :u(): n ﬂ\/ﬁ (4.45)

s(X) o
sg realizacjami zmiennej losowej U ~ N(O; 1).
Relacje migdzy rozktadem zmiennej losowej X i rozktadem $redniej arytme-
tycznej X, ilustruje rys. 4.2. Przy sporzadzaniu tego rysunku przyjeto, ze n = 4.
W konsekwencji odchylenie standardowe $redniej arytmetycznej jest Ja=2

razy mniejsze niz odchylenie standardowe zmiennej losowej X.
Parametr o(X) nazywany jest bledem S$rednim S$redniej arytmetyczne;.

W przypadku gdy wartos¢ o nie jest znana, parametr o(X) nalezy oszacowac
z proby. Jesli wykorzystamy do tego celu statystyke S, to 0szacowanie parame-
tru o(X) uzyskuje si¢ ze wzoru:

(4.46)

S(R) = —— = (4.47)
n
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0]
&)

Rozklad prawdopodobieristwa
/ zmiennej losowej X'

x=

Rozktad prawdopodobiefistwa
/ zmiennej losowej X

Rys. 4.2. Poréwnanie rozktadu obserwowanej zmiennej losowej (X)
z rozkladem $redniej arytmetycznej z proby (X)

S

0,4 7

(I B
-5 43 2-1 01 2 3 4 5 t

Rys. 4.3. Rozktad Studenta
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Majac s(X ) mozemy dokona¢ transformacji (tzw. studentyzacji) charakterystyki
(4.45). Mamy mianowicie:

g= oz -
S(X) §

(4.48)

Okazato si¢, ze tak stransformowana charakterystyka (4.45) nie ma rozkladu
N(0; 1). Zmienna losowa t o realizacjach wynikajacych ze wzoru (4.48) ma roz-
kiad Studenta® o r = n — 1 stopniach swobody, przy czym:

E(t) = 0, (4.49)

pty="=L: n>3, (4.50)
n-3

Szczegdlowa posta¢ funkcji prawdopodobienstwa zmiennej losowej t uzaleznio-
na jest od liczby stopni swobody (r) przy szacowaniu wariancji i wyraza si¢
wzorem:.

r+l r+l1

f(t)=—1 ( 2 ](Ht)z, (4.51)

ol

gdzier=n-1.

Wriasnosci tej funkeji ilustruje rys. 4.3. Wykres funkcji fi(t) jest symetryczny
wzgledem t = 0 i tym bardziej ,,sptaszczony”, im mniejsza jest liczba stopni
swobody r = n — 1. Oznacza to, ze im mniej niezaleznych obserwacji stanowi

podstawe do obliczenia X, tym bardziej $rednia ta moze odbiega¢ od wartosci

oczekiwanej E( X,) = #(X,) = . Ze wzrostem liczby stopni swobody rozktad
Studenta zmierza do rozktadu N(0O; 1). Zbieznos¢ ta jest bardzo szybka i juz przy
n ~ 30 roéznice migdzy dystrybuantg zmiennej losowej Studenta i dystrybuantg
zmiennej losowej U ~ N(0; 1) sa tak mate, iz nie maja praktycznego znaczenia.

3 Jest to pseudonim naukowy angielskiego statystyka Williama Gosseta (1876-1937). Zar6w-
no zmienna losowa Studenta, jak i jej realizacja oznaczane sa symbolem t. Nie jest tu przestrzegana
reguta, wedtug ktorej zmienne losowe nalezy oznacza¢ duzymi literami, a ich realizacje odpo-
wiednimi matymi literami.
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Dlatego tez n = 30 stanowi umowng granic¢ mi¢dzy matg i duzag proba. Dla
n > 30 rozktad $redniej arytmetycznej z proby (X o) moze by¢ aproksymowany
przez rozktad normalny, niezaleznie od tego, czy warto$¢ o jest znana, czy tez
musi ona by¢ szacowana z proby. Rozktad normalny jest tez rozktadem granicz-
nym dla rozktadow $rednich arytmetycznych w tych przypadkach, gdy rozktad
obserwowanej zmiennej losowej X nie jest rozktadem normalnym. T¢ whasno$é
$redniej arytmetycznej z proby ilustruje przyktad 4.1.

Rozklad zmiennej losowej X, pozostaje normalny takze wowczas, gdy
probka powstaje na drodze losowania zaleznego (bez zwracania). W takiej sytu-
acji érednia arytmetyczna z proby ma warto$é oczekiwang E( X)) = u(X,) = u
— analogicznie jak w przypadku losowania ze zwracaniem — natomiast wariancja
tej zmiennej losowej ma postaé:

- 2 N-n
D2(X,)=02(X) =" .
(Xp)=o2(0) =2

(4.52)

Jak tatwo zauwazy¢, wartos¢ o °(X ) jest tym mniejsza, im wicksza funkcje
zbiorowosci generalnej stanowi proba. W przypadku gdy n = N — a wiec w przy-
padku badan wyczerpujacych — mamy ¢*(X) =0, a X, przestaje by¢ zmienng
losowa, przestrzen prob bowiem jest jednoelementowa.

4.5.2. Rozklad wariancji i odchylenia standardowego z préby

Jesli obserwowana zmienna losowa X ma rozktad normalny o wariancji o2,
to wariancja z proby ma rozktad asymptotycznie normalny, przy czym:

E($?*) =02, D(gz):az\/%, (4.53)
E(S™)="0% D)= J2n-1), (4.54)

E(S?)=02, D(S2)=0> /%. (4.55)
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Jesli X ~ N(u, o), to rowniez odchylenie standardowe z proby S = 4/S* ma roz-
ktad asymptotycznie normalny o parametrach:

D(S)=5, D(S)=0c—. (4.56)

Jan

W praktyce wnioskowania statystycznego podstawowg role odgrywajg mate
probki, o licznosei n < 30. Dlatego tez przytoczone powyzej wzory maja ograni-
czone zastosowanie. Moga by¢ one stosowane w przypadku probek o duzej licz-
nosci. W przypadku matych probek wykorzystuje si¢ fakt, ze statystyka:

g2 n—1)s2

, _{ 2) (4.57)
o o
n-1

ma rozktad chi-kwadrat () o r = n — 1 stopniach swobody.

Zmienna losowa g2 jest sumg kwadratéw n niezaleznych zmiennych loso-
wych U ~ N(0O; 1). Ten definicyjny warunek jest spelniony w rozwazanym przy-
padku, albowiem kazda wartos¢ statystyki (4.57) mozna przedstawic nastepujaco:

n n Ve 2 n
00" S -3 2] S,
o 0" =l o i=1

i=l

gdzie u; jest warto$cig zmiennej losowej U ~ N(0; 1). Funkcja gestosci prawdo-
podobienstwa rozktadu chi-kwadrat ma posta¢:

T

2\2 r
fr(ﬁ):()ﬁ—)exp(—gxz], (4.58)
22 r(rj
2
przy czym y 2 oznacza tu — na mocy definicji zmiennej losowej chi-kwadrat —

dodatnig liczbe rzeczywista. Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej
chi-kwadrat o r stopniach swobody przedstawiajg si¢ nastepujaco:

E(x2)=r=n-1, (4.59)

D2(x2)=2r=2(n-1). (4.60)
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fa?)

Rys. 4.4. Rozktad chi-kwadrat

Na rys. 4.4 pokazano wykresy funkcji gestosci (4.58) dla trzech wybranych
warto$ci r. Ze wzrostem liczby stopni swobody wykres funkcji (4.58) syme-

tryzuje si¢. Przy n > 30 zmienna losowa /2 sz ma rozktad zbiezny do rozkta-
du normalnego N(+/2r —1;1). Tak wiec, jesli n > 30, to zmienna losowa

w/Z)(rz —+/2r —1 ma rozktad normalny N(0; 1).

Przedstawione zalezno$ci funkcjonujg wowczas, gdy obserwowana zmienna
losowa X ma rozktad normalny. Mozna jednak wykaza¢*, ze niezaleznie od roz-
kladu zmiennej losowej X, statystyka S ma parametry:

E(S2)=02, D(32)=\/%(ﬂ4—:—ja4), (4.61)

gdzie u, jest czwartym momentem centralnym; por. wzor (3.84).

4 Zob. J. Gren, op. cit., s. 155 i nastepne.
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4.6. Przedzialowa estymacja parametréw jednowymiarowej
zmiennej losowej

4.6.1. Ogolne zasady konstruowania przedzialow ufnosci

Estymacja przedzialowa mozliwa jest wowczas, gdy znany jest rozklad esty-
matora punktowego (Q_) parametru Q. Wynikiem postgpowania estymacyjne-
go jest przedziat liczbowy:

(ha(Q); ho(Q))7, (4.62)

ktory z okre§lonym prawdopodobienstwem y pokrywa nieznang warto$¢ parame-
tru Q. Mamy wigc:

P(ha(Q) < Q <hy(Q)) =7, (4.63)

przy czym warto$¢ y moze by¢ dowolnie bliska jednosci, ale rézna od jednosci.
Nalezy podkresli¢, ze parametr Q jest tu traktowany jako warto$¢ nielosowa,
natomiast konce przedziatu (4.62) sg realizacjami zmiennych losowych Hy(Q)
i Hg(Q), o rozktadach zaleznych od Q°. Przedzial postaci (4.62) nazywany jest
przedziatem ufnoS$ci, natomiast prawdopodobienstwo y okreslane jest jako wspot-
czynnik ufnosci. Estymacja przedzialowa ma t¢ przewage nad estymacja punk-
towq, ze kazdej ocenie przyporzadkowane jest prawdopodobieﬁstwo prawdzi-
wosci tej oceny W estymacji punktowej jest to niemozliwe. Co wigcej, jesli
statystyka Q jest ciagla zmienng losowa, to P (Q Q) = 0. Praktyczng warto$¢

maja przedzialy o mozliwie najmniejszej dtugosci hy(Q) — hy(Q) i 0 mozliwie naj-
wigkszym wspotczynniku ufnosci y. Jednoczesne spelienie tych dwoch wymagan
jest mozliwe tylko na drodze zwigkszenia liczebno$ci proby (n). Jest to réwno-
znaczne ze zwigkszeniem ilosci informacji o badanym obiekcie lub zjawisku.

4.6.2. Przedzial ufnosci dla wartosci oczekiwanej

Zwro¢my uwage na przypadek, gdy obserwowana zmienna losowa X ma
rozktad normalny o znanym odchyleniu standardowym o. W takiej sytuacji

$rednia arytmetyczna z proby ()Tn) ma rozktad N(u(X),o(X)) = N(u, 0/ \/ﬁ).
Mozemy wiec napisac:

® Takie ujecie problemu przedstawil Jerzy Sptawa-Neyman (1894-1980), polski matematyk
i statystyk, pracujacy w USA.
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u= AN (4.64)

gdzie u jest wartoscig zmiennej losowej U ~ N(0; 1). Poniewaz:
Pul<uwm)=1-a=y, (4.65)

zatem

P(‘ a,z\/_<u<x n Uy \/_J_l a=y.

W konsekwencji mamy:

hy (1) =X, —U,, % (4.66)
hy (1) =%, +U, % (4.67)

Przyklad 4.4

Zalozmy, ze procentowe stezenie thuszczu w pewnym produkcie spozywczym
jest zmienng losowa X ~ N(z; 0,2). W celu oszacowania warto$ci ¢ wykonano
n = 25 niezaleznych oznaczen i uzyskano $rednig arytmetyczng X,, = 31,50. Na-
lezy skonstruowac¢ przedziat ufnosci, przyjmujac y = 0,95. Poszukujemy wiec
przedziatu liczbowego, ktory przecietnie w 95 przypadkach na 100 powtorzen
doswiadczenia bedzie pokrywat nieznang warto$¢ . Poniewaz y= 1 — a = 0,95,
wigc /2 = 0,025. Przyjmujac ¢ = 0,025 odczytujemy w tablicy 1l (zob. aneks)
warto$¢ Uyn = Uggps = 1,96. Przyjmujemy przy tym r = oo, albowiem odchylenie
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standardowe (o) jest znane. Po podstawieniu wartosci do wzordéw (4.66), (4.67)
mamy:

hy (1) = 31,5-1,96- 22 ~ 3142,

V25

hg (1) =315+1,96- 22 = 31,58

V25

Zatem przedzial (31,42; 31,58) z prawdopodobienstwem y = 0,95 pokrywa nie-
znang Srednig zawarto$¢ ttuszczu w badanym produkcie.®

Jesli nie jest znane odchylenie standardowe (o) obserwowanej zmiennej loso-
wej X ~ N(u, o), to przedziat ufnosci dla warto$ci oczekiwanej u konstruowac
nalezy w oparciu o rozktad Studenta. W przypadku gdy do szacowania o wyko-
rzystujemy statystyke S, mamy:

X, — X, —
t, = “S“= n 2 /n, (4.68)
S
Jn
P(tr|<tean) =1-a=y, (4.69)

gdzie t; jest realizacja zmiennej losowej t-Studenta o r = n — 1 stopniach swobo-
dy. Mozemy wigc napisac:

|

_ S _ S
p(xn_tr.a,zqun+tm,2_j=1_a=y
' n ' \/ﬁ

i w konsekwencji

Xn—ﬂ\/ﬁ

S

<tr;a/2):1_a:7’ '

— S
hd (Iu) = Xn _tl';(x/z W y (470)

S
hy (1) =X, +t,., 17 —= (4.71)
g n riol2 /—n



194

W przypadku gdy estymatorem o jest S, wzory te przybieraja postac:

S

hy (1) =X, =100 — (4.72)
o S
hg (1) =Xy +tr0/2 Nl (4.73)
albowiem mamy wowczas:
X, — X, —
e L (4.74)
2 S

Jn-1

Réznice migdzy wzorami (4.68) i (4.74) wynikaja z faktu, Zze oszacowanie
btedu Sredniego Sredniej arytmetycznej mozna uzyskac¢ za pomocg wzoru (4.46)
albo (4.47).

4.6.3. Przedzial ufnosci dla roznicy dwéch wartosci oczekiwanych

Jesli X; ~ N(ga, o1) 1 Xo ~ N(tp, 02), to zmienna losowa (X; — X;) ma réwniez
rozktad normalny o warto$ci oczekiwanej 14 — i i odchyleniu standardowym

\Joi +a3 . W konsekwencji mamy:

2 2

— — g o

(Xy=X3) ~N | 1y =iy [—1 +—2J , (4.75)
n. Ny

(K1 _Yz)_(/h _,Uz)

u= , (4.76)
o o
n

gdzie u jest warto$cig zmiennej losowej U ~ N(0; 1). Wykorzystujac wzor (4.65)
mozna wi¢c napisac:
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(Yl _iz)_(ﬂl _ﬂz)

P > > <U,/y [=l-a=y,
o o
i, %
n N
X, — X, )~ () —
P —ua,2<(‘ 2)2 (ﬂlz #2)<um,2 =l-a=y,
%1, 9%
N,
[ 2 2
— o, 0, - =
Pl(X; =Xy) =y o[+ <ty =ty <(X; =%X,)+
n N
of o3
Uy, [+ —= |=1—a=y
n N
Tak wigc:
2 2
- ol o
hy (i —y) = (X, =Xy ) =U, /5 |+ —2, (4.77)
n
2 2
- ol o
hg (g = 145) = (X, = %) + U, n—1+n—2 (4.78)
L

Jesli wariancje 0-12 i 022 szacowane s3 z proby, to przedziat ufnosci dla roznicy
1 — b konstruowany jest w oparciu o rozktad Studenta.

Zwro¢my uwage na przypadek, gdy wariancje 012 i 022 Szacowane s za
pomocg estymatora S 2, Mamy wowczas:

t = (Y1 _iz)_(/h _ﬂz)
r - 1
n, +n
S 1 2
"1 mn,

gdzier =(ny — 1) + (n; — 1) = ny + n, — 2, natomiast

(4.79)
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: :\/(nl ~1)sZ +(n, —1)s? | (4.80)
(n, =) +(n, -2)

Jest to tzw. uogolnione oszacowanie odchylenia standardowego w/c,rlz +022 . Na

podstawie (4.69) mozemy napisac:

(i1 _Yz)_(/ﬁ _ﬂz)

P <tryp |=l-a=y,
n1+n2
Sp\/
nn,
(Yl_iz)_(ﬂl_ﬂz)
Pl =tran tigpy |Fl-a=y,
n1+n2
nn,

o n, +n, o
P{( —X)=ta28p N <(X; =X;)+
1N,

t n,+n, 1
+1.. S =l—a=.
ral2°p ”1”2

Mamy wigc:

_ n, +n
ha (g =12) = (X, =X3) =tr.5 /2 - S L2, (4.81)
nn,

o n,+n
hy (i —113) = (X, =%y) +tp g0 -8 | —— . (4.82)
NNy

Dodajmy, ze analogicznie mozna skonstruowac przedziat ufnosci dla sumy war-
tosci oczekiwanych dwoch normalnych zmiennych losowych.
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4.6.4. Przedzialy ufnosci dla wariancji i odchylenia standardowego

Przypomnijmy (zob. punkt 4.5.2), ze je$li X ~ N(x o), to statystyka
(n—1) - s/ o* ma rozktad chi-kwadrat o r = n — 1 stopniach swobody. Mozemy
wiec napisac:

(n-1)s?
r2:—2 , (4.83)
o
P(sz;lfa/2<XI’2<X|’2;{1/2)=1_(X=V' (4.84)
Wynika stad, ze:
2 (n-s*>
P(Xr;l—alz ST v =l-a=y,
12 12
P w< 0-2 <(n2¢ :1_0(:)/
Xral2 Aril-al2
Mamy zatem:
2y _ (n-1)s’
hy(o°)= : (4.85)
2
Xral2
2y _ (n-1)s°
hg((7 ):2—, (4.86)
Xril-al2
Przyklad 4.5

Wykonano n = 5 niezaleznych oznaczen zawartosci zelaza w roztworze
chlorku zelazowego 1 otrzymano nastepujace wyniki (w mg): 11,2; 10,8; 10,9;
10,7; 11,0. Przyjmujac, ze rozktad obserwowanej zmiennej losowej jest zblizony
do normalnego, wyznaczymy przedziat ufnosci dla wariancji, przy wspotczynni-
ku ufnosci y=0,95.

Punktowa ocene o ? wyznaczymy wedlug wzoru (4.27b). Niezbedne obli-
czenia przedstawiajg si¢ nastgpujaco:
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5
i 1 2 3 4 5 Zl
=
X; 11,2 10,8 10,9 10,7 11,0 54,6
X2 125,44 116,64 118,81 114,49 121,00 596,38
Mamy wigc:

1| 1 1
s? st=— Z;‘ __(Z;‘X ] =2[596,38—§(54,6)2]:0,0370.
|

Wartosé kwantyli 17 /> = 20075 | Xrasa =X 40025 0dCZytujemy z tablicy 11
zamieszczonej w aneksie, przyjmujac kolejno &= 0,975 i £ = 0,025. Mamy mia-
nowicie: X§:0,975 =O,484;Xf;0’025 =11,143. Po podstawieniu wartosci do wzo-

row (4.85) i (4.86) otrzymujemy:

he(c?) =4 -0,0370/11,143 = 0,0133,
hy (c®) = 4 - 0,0370/0,484 = 0,3058.

Biorgc pierwiastki kwadratowe z tych wartosci otrzymujemy przyblizony prze-
dziat ufnosci dla odchylenia standardowego (o):

ha(0) = 4/0,0133 ~ 0,1153,

hy (o) = 4/0,3058 =~ 0,5530.

Zauwazmy, ze w rozwazanym przypadku wariancja i odchylenie standardowe sg
miarami precyzji zastosowanej metody badania. Mozna bowiem przyjac, ze ste-
zenie roztworu — wskutek dyfuzji — jest praktycznie jednakowe we wszystkich
punktach.m

W przypadku gdy proba jest liczna, przedzial ufnosci dla wariancji (o)
i odchylenia standardowego (o) mozna wyznaczy¢é w oparciu o rozktad normal-
ny; zob. wzory (4.53)—(4.56). Zwro6¢my uwage na odchylenie standardowe (o),
szacowane za pomocg statystyki S. Wykorzystujac wzor (4.56) mozemy napisac:

S—6 _S—o

(4.87)
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gdzie u jest wartoscia zmiennej losowej U ~ N(0; 1). Na podstawie wzoru (4.65)

mamy:

S—0o
2n
o

<ua,2J=1—a=y,

d

P(—ua,z <222 on <ua,2]=1—a=y,
o

i w konsekwencji
hy (o) = ——, (4.88)
1+ ualz
A/2n
S
hg(a)z (4.89)
1— al2

J2n

Zauwazmy, ze powyzsze przeksztalcenie jest mozliwe wowczas, gdy
Uga/ V2N < 1, a wige gdy n > u?2,, /2. W przypadku licznych probek warunek
ten jest zawsze spelniony, albowiem nawet przy ekstremalnie wysokich warto-

Sciach 7, Uy, nie przekracza wartosci 4.

4.6.5. Przedzial ufnosci dla stosunku dwoch wariancji

Jesh Xq ~ N(ﬂl, O'l) i X, ~ N(ﬂg, 02), to Statystyka:

1o (0 -Ds? s}

n_(-Dof of S¢ o3 (4.90)
r, (=DSy Sy Sy of

2 2
r, (n,-No; o3
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ma rozktad F-Snedecoraor; =n; —1ir, =n,— 1 stopniach swobody. Rozktad
ten wykorzystamy do skonstruowania przedziatu ufnosci dla stosunku dwoch
wariancji. Mamy mianowicie:

5t
2
o
_0
=gz (4.91)
72
o3
P(FH’Q;HL,2 < Fr,,r2 < Fr],rz;a/Z) =l-a=y . (4.92)
Mozemy wigc napisac:
st
2
o
1 _ -
P Frl nil-al2 <5 < I:rl ryal2 =l-a=y,
)
o3
i St
<2 2 2
S o S
P I < —12 < 2 =l-a=y
nhel2 0y n.hl-al2
W konsekwencji
2
St
2 2
o S
1 2
ha| 5 |==0—— (4.93)
) n,nal2
2
S
2 2
o S
hy| =5 |[=—2—, (4.94)
03 Frl,rz;l—a/2

gdzie Frl,rz;a |, jest takg warto$cig zmiennej losowej Fn,rz , Z€:
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IS}

P(F

. > Fl’l,rz;a/2) = 2 !
natomiast Frl,rz;lfa /, spetnia warunek:

a
I:)(Frl,rz < Frl,rz;l—alz) ZE’

przy czym:
<F

Frl,rz;l—aIZ n.nhal2:

Tablice kwantyli rozktadu F-Snedecora (zob. tablice IV/1 i IV/2 zamiesz-

czone w aneksie) podajg tylko warto$ci Frl bial2: Wartosci Frl il-al2 potrzeb-

. , . 2 2 . .
ne do wyznaczenia wartosci hy(o;” /55 ) oblicza si¢ ze wzoru:

1
Frl,l’2;1—a/2 ZF—. (495)

r,nal2

4.6.6. Przedzial ufnosci dla wskaznika struktury

Parametr p w dwupunktowym rozktadzie zero-jedynkowej zmiennej losowej
moze by¢ interpretowany jako tzw. wskaznik struktury, czyli jako unormowana
miara udzialu w zbiorowoS$ci generalnej tych elementow (obiektéw lub powtd-
rzen zjawiska), w ktorych zrealizowat si¢ pewien wyrdzniony stan obserwowa-
nej cechy.

Estymatorem parametru p jest $rednia arytmetyczna z proby (zob. punkt
4.3), ktora w rozwazanym przypadku jest czestoscig wzgledna realizacji o war-
tosci 1, w n-elementowej probie losowej. Mamy wigc:

ﬁ:é, (4.96)
n

gdzie:

Z=Zn:xi, (4.97)

Il
—_



202

przy czym X; (i = 1, 2, ..., n) sa zero-jedynkowymi zmiennymi losowymi, ktérych
realizacje (x;) uzyskuje si¢ w rezultacie badania kolejnych elementdw proby.

Statystyka p ma takie same wiasnosci jak zmienna losowa W, oméwiona
w rozdziale 1. Wynika to bezposrednio z porownania wzorow (4.96) i (4.97) ze
wzorem (1.67). W konsekwencji mamy:

E(P)=p, (4.98)
p2(p)=PU=P)_ P9, (4.99)
Z ogodlnych wiasnosci $redniej arytmetycznej z proby wynika, ze jesli proba

jest duza, to statystyka p ma asymptotyczny rozktad normalny. Mozna wigc na-
pisac:

zZ
——p
u=—"n WP (4.100)
z(l_z) \/W(I—W)
n n n
n

gdzie w = z/n jest warto$cia statystyki P uzyskang w rezultacie badania proby,

natomiast u oznacza realizacj¢ standaryzowanej zmiennej losowej U ~ N(0; 1).
Wykorzystujac wzor (4.65) mamy wiec:

P W= P <u,, |=l-a=y,
w(l—w)
n
W_
plou WPy iiany,
w(l—w)

n

P(W—uam/M< p<w+uam/MJ=1—a=y :



203

hg (p)=W—ua,z,/M, (4.101)
hg(p):W_'_ua/Z\/W(ln_W) ) (4102)

gdzie 1 — o = y jest wspotczynnikiem ufnosci.

W konsekwencji mamy:

4.6.7. Przedzial ufnosci dla roznicy mi¢dzy dwoma wskaznikami
struktury

Zatozmy, ze z dwoch zbiorowosci generalnych o nieznanych parametrach p;
i p, pobrano probki o licznosciach n; i N, oraz ze w rezultacie doswiadczenia
uzyskano warto$ci z; 1 z, wedlug wzoru (4.97). Jesli obydwie probki sa dosta-
tecznie liczne, to po podstawieniu w; = z3/n; oraz w, = Z,/n, Mozemy napisacé:

y= W) (P Pa) (4.103)
\/Wl(l—wl)erz(l—wz)

n n

1 2

gdzie u jest wartoscia standaryzowanej zmiennej losowej U ~ N(O; 1).

Postepujac analogicznie jak w punkcie 4.6.5 mamy:

(Wl _Wz)_(pl B pz) ‘

P <U,;p |=l-a=y,
wi(l-w)  w, (1-w,) ¢
n Ny
w, —w,)—(p, -
P|-u (W, ~w,) = (P~ Py) <uU,, |[=l-a=y .

al2
\/Wl(l—Wl)+W2(1—W2)

n n

1 2
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Poszukiwane konce przedzialu ufnosci wynikaja ze wzorow:

hd(pl—p2)=(w1—wz)—ua,z\/wl(l‘wl)+W2“‘W2), (4.104)

n n,

Wl(l—W])+W2(1—W2)
n n, .

hg(pl_pz):(WI_W2)+ua/2\/ (4.109)

Przedziat liczbowy o tych koncach z prawdopodobienstwem y = 1 — a pokrywa
nieznang warto$¢ roznicy p; — Pa.

4.6.8. Liczebnos¢ proby

Przedstawione powyzej zasady konstruowania przedziatéw ufnosci pozwala-
ja wyznaczy¢ liczno$¢ probki niezbedng dla uzyskania przedziatu o zadanej
z gory dlugosci.

Zwroémy uwage na przedziat ufnosci dla wartosci oczekiwanej normalne;j
zmiennej losowej o koncach hg (1) i hy(), okreslonych wzorami (4.66) i (4.67).
Niech AXx oznacza najwigksza dopuszczalng dtugos$é przedziatu ufnosci. Mamy
wigc:

[hg () —hy ()] < AX,

M < AX ,
Vn
a stad
2ua/20 ’
n> A . (4.106)
X
Przyklad 4.6

W przykladzie 4.4 wyznaczyliSmy przedzial ufnosci dla x o dlugosci
he(1) — hg(z) = 31,58 — 31,42 = 0,16. Przedzial ten wyznaczyliSmy w oparciu
0 n = 25 niezaleznych realizacji zmiennej losowej X ~ N(z; 0,2), przyjmujac
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wspotczynnik ufnosci y = 0,95. Obliczymy obecnie liczno$é probki niezbgdng
dla uzyskania przedziatu ufnosci o dtugos$ci nie przekraczajacej Ax = 0,08. Pod-
stawiajac wartosci liczbowe do wzoru (4.94) otrzymujemy:

2
> 2-1,96-0,2 —96,04.
0,08

Najmniejszg liczba naturalng spetniajacg nierdéwnos¢ n > 96,04 jest n = 97.
Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze przy tej licznosci probki uzyskujemy przedziat
ufnosci o dlugosci 0,0796 < 0,08.1

4.7. Punktowa i przedzialowa estymacja wspoélczynnika
korelacji liniowej

Przypomnijmy (zob. punkt 1.5.5), Ze wspotczynnik korelacji liniowej p,, ma
postac:

cov(X,Y)

" var(x)var(Y)

Wariancje sg centralnymi momentami drugiego stopnia, natomiast kowariancja
jest centralnym momentem mieszanym, réwniez drugiego stopnia. Pozwala to
zastosowa¢ metod¢ momentow do konstrukcji estymatora wspdtczynnika kore-
lacji liniowej p. Nalezy w tym celu zastapi¢ wymienione powyzej momenty
odpowiednimi empirycznymi momentami z proby, ktore definiuje si¢ analogicz-
nie jak momenty empiryczne w badaniach wyczerpujacych (zob. punkt 3.2.4).

Wspolezynnik korelacji z proby — bedacy estymatorem wspotczynnika kore-
lacji py — ma wigc postac:

n

Z —-X)(y; -

fy = n = (4.107a)
Z(Xi -%)* Z(yi -y)?
i=1 i=1

n n
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Z X =X)(Y;i =)
i=1

- - (4.107b)
\/Z(Xi —7)22(% -y)?
i=1 i=1
%Y _;inzyi
- i=l =l i=l (4.107¢)

Otrzymali$my wigc wzory analogiczne jak w rozdziale 3 w przypadku badan
wyczerpujacych. Jesli proba jest liczna i obejmuje kilkaset elementéw badanych
ze wzgledu na dwie cechy, to wspotczynnik korelacji z proby (r,,) ma asympto-
tyczny rozktad normalny o wartosci oczekiwanej E(ry) = p, i odchyleniu stan-

dardowym D(ryy) = (1 - pfy)/\/ﬁ . Mamy wigc:

o =P ()
u=—Y ZXV " ZXV Jn, (4.108)
1-py 1=py

Jn

gdzie u jest wartoscig zmiennej losowej U o standardowym rozktadzie normal-
nym N(O; 1). Wykorzystujac wzor (4.65) mozemy zapisac:

Ny — P
P| =—573n[<uy, [=1-a=y, (4.108a)
1=piy
Ny —P
Pl -U,, <=2 <u,, [=1-a=7, (4.108b)
1-piy

I-rg 1-r2
Pl Iy —Uy o == <Py <y +Uy/s =l-a=y.
Voo T
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W konsekwencji mamy:

1-r2
Ny (Pry) =Ty ~Ugso —— (4.109)

Jn

1-r2
hy (pyy) =T +U ., ——
g \Fxy Xy al?2 \/ﬁ

(4.110)

W przypadku matych probek przedziat ufnosci dla wspotczynnika korelacji (o)
nalezy wyznacza¢ w oparciu o doktadny rozktad wspoétczynnika korelacji z pro-
by (ry). Kwantyle tego rozktadu sa stablicowane (zob. R. Zielinski, Tablice sta-
tystyczne, PWN, Warszawa 1972, nomogramy na s. 183 i 184).



Rozdzial 5

WERYFIKACJA HIPOTEZ STATYSTYCZNYCH

5.1. Wprowadzenie

Badania niewyczerpujace (czeSciowe) nie dajg podstaw do formutowania
stanowczych stwierdzen w odniesieniu do obserwowanych zmiennych loso-
wych. Wyniki takich badan pozwalaja natomiast formutowa¢ i weryfikowac
(sprawdzac) roznego rodzaju przypuszczenia dotyczace zarowno klasy rozktadu,
jak i jego parametréw. Przypuszczenia te nazywane sg hipotezami statystyczny-
mi'. Hipotezy dotyczace parametréow nosza nazwe hipotez parametrycznych,
natomiast hipotezy dotyczace klasy rozktadu — a wigc postaci funkcyjnej dystry-
buanty, ale bez odwotywania si¢ do liczbowych warto$ci parametrow — nazy-
wamy hipotezami nieparametrycznymi. Procedury stuzace do sprawdzania (wery-
fikacji) owych hipotez nosza nazwe testow statystycznych. W celu wyjasnienia
ogoblnych zasad funkcjonowania tego typu procedur rozwazymy problem weryfi-
kacji hipotez dotyczacych réznicy migdzy nieznang warto$cia parametru Q
zmiennej losowej X, a ustalong wartoscia Qo. Zadania takie rozwigzuje si¢ za
pomoca tzw. parametrycznych testow istotnosci.

Postgpowanie weryfikacyjne rozpoczyna si¢ od sformulowania hipotez.
Formutuje si¢ jedng hipoteze zerowsa i jedng lub kilka hipotez alternatywnych.
Hipotez¢ zerowa formutuje si¢ w taki sposob, by orzekata brak roznic (stad jej
nazwa) lub ogdlniej — brak wptywu badanego czynnika do$wiadczalnego na ob-
serwowany parametr Q. Hipoteza zerowa stanowi wicc najczgsciej zaprzeczenie

! Weryfikacji hipotez statystycznych nie nalezy utozsamiaé z trescia nastepujacej anegdoty.
Indianie zwrdcili si¢ do szamana z pytaniem, jaka bedzie w tym roku zima. Szaman odpowiedziat
— bardzo ostra. Indianie rozpoczgli zbieranie drewna na opat. Zima byta tagodna. W nast¢pnym
roku Indianie ponownie zapytali szamana, ktory — niestety — znowu si¢ pomylit. Szaman bojac si¢
trzeciej pomyltki zwrocit si¢ o pomoc do stacji meteorologicznej z zapytaniem, jakie sa prognozy
na tegoroczng zime¢. Meteorolodzy odpowiedzieli — skoro Indianie zbieraja drewno juz drugi rok,
oznacza to, ze zima bgdzie ostra.
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hipotezy merytorycznej. W rozwazanym przypadku hipoteza zerowa ma najcze-
Sciej postac:

Ho: Q = Qo lub Ho: Q - Qo =0. (51)

Zapisana w ten sposob hipoteza zerowa jest hipoteza prosta, albowiem specyfikuje

ona jednoznacznie szczegdtowa posta¢ funkcyjng dystrybuanty zmiennej loso-

wej X. Wysuwamy mianowicie przypuszczenie, ze parametr Q ma warto$¢ Q.
Hipoteza zerowa moze by¢ réwniez hipotezg zlozona postaci:

Hp: Q<Qo lub Hp:Q-Qp<0 (5.2)
albo

Ho: Q > Qo lub Ho: Q - Qo >0. (53)
Warto$¢ Qo jest tu interpretowana jako kres gorny (hipoteza (5.2)) albo jako kres

dolny (hipoteza (5.3)) pewnego zbioru dopuszczalnych warto$ci parametru Q.
Hipotezy alternatywne formutowane sg nastgpujaco:

H]_: QiQO Iub Hl: Q—Qoio, (54)
Hl: Q > Qo lub Hl: Q - Qo > O, (55)
Hi: Q< Qo lub Hi: Q-Qp<0. (5.6)

Sa to hipotezy ztozone. Zadna z nich nie specyfikuje jednoznacznie szczegoto-
wej postaci funkcyjnej dystrybuanty obserwowanej zmiennej losowej X. Kazda
z tych hipotez moze by¢ alternatywa hipotezy zerowej (5.1). Alternatywa hipo-
tezy zerowej (5.2) jest hipoteza (5.5). Hipoteza (5.6) jest natomiast alternatywg
hipotezy zerowej (5.3).

Przy tak sformutowanych hipotezach zerowych i alternatywnych test — czyli
procedura weryfikacyjna — funkcjonuje wedtug podanego ponizej schematu:

— Ze zbiorowosci generalnej A, w ktorej okreslona jest zmienna losowa X,
pobiera si¢ nN-elementowg probke losowg A.

— Na podstawie zbioru realizacji X, oblicza si¢ wartos¢ D(X,) statystyki D,
bedacej sprawdzianem hipotezy zerowej. Statystyke D wybiera si¢ stosownie do
tresci weryfikowanej hipotezy.

— Na podstawie rozktadu prawdopodobienstwa statystyki D wyznacza si¢
obszar (przedziat) krytyczny Dy, taki ze:

PID(X) € D/ Q=Qi] = o, (5.7)

gdzie « jest dowolnie mata, ale r6zng od zera, warto$cia prawdopodobienstwa.
Zauwazmy, ze w przypadku hipotez (5.2) i (5.3) mamy:

P[D(X,) € Dil Q< Qo] < @, (5.8)
P[D(X,) € Di|Q>Qq] < . (5.9)
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— Jesli uzyskana z do$wiadczenia wartos¢ D(X,) spetnia warunek:
D(Xn) € Dy, (5.10)

to sprawdzang hipoteze zerowg odrzuca si¢ na korzys$¢ hipotezy alternatywnej.

AD) A

Dk=(_w7Dd) v (Dg3 +c°)

Iy, |
2 : :
D, E(D) bg D
4 B
AD)
i D (2 (D f3d +°°)
ED) D, D
4 C
SD)
i D (a (—00, D, d)
D; ED) D

Rys. 5.1. Konstruowanie obszaréw krytycznych
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Decyzja taka jest realizacja pogladu opartego na do$wiadczeniu, ze zdarzenia
mato prawdopodobne wystepuja rzadko. Jesli wiec wystgpito zdarzenie, ktdre —
przy zalozeniu prawdziwosci Hy — praktycznie wystapi¢ nie powinno, to kwe-
stionujemy stusznos$¢ przyjetego zalozenia, odrzucajgc Ho.

— Jesli natomiast:

D(Xn) & Dx, (5.11)

to nie ma podstaw do odrzucenia weryfikowanej hipotezy zerowej.

Funkcjonowanie rozwazanej procedury ilustruje rys. 5.1. Przy sporzadzaniu
tego rysunku zatozono, ze statystyka D ma rozktad normalny o wartosci oczeki-
wanej E(D) = Qo. Na rysunku zaznaczono wartos$ci krytyczne Dy i Dy. Sa to kre-
sy odpowiednich obszaréw krytycznych. W praktyce operuje si¢ przede wszyst-
kim tymi wlasnie wartosciami bez specyfikowania obszarow krytycznych D.
Jesli hipoteza zerowa ma postaé (5.1) i jest weryfikowana wobec hipotezy alter-
natywnej (5.4), to test jest dwustronny. Obszar krytyczny Dy sktada si¢ z dwoch
roztacznych czgéci, co jest pokazane na rys. 5.1A. Taki podziat obszaru krytycz-
nego jest niezbedny, albowiem zaré6wno zbyt mate, jak i zbyt duze wartosci od-
chylen D(X,) — E(D) $wiadcza przeciw hipotezie zerowej. Jesli hipoteza (5.5)
jest alternatywa wobec hipotezy zerowej (5.2) albo (5.1), to test jest jednostron-
ny (prawostronny); zob. rys. 5.1B. W tym przypadku tylko zbyt duze wartosci
odchylen D(X,) — E(D) przemawiajg na niekorzy$¢ hipotezy zerowej (5.5). Jesli
hipoteza zerowa (5.3) albo (5.1) jest weryfikowana wobec hipotezy alternatyw-
nej (5.6), to mamy do czynienia z testem lewostronnym; zob. rys. 5.1C. W takiej
sytuacji tylko zbyt mate wartosci D(X,) — E(D) $wiadcza przeciw hipotezie ze-
rowej. Zauwazmy, ze za pomocg przedstawionej procedury mozna albo odrzuci¢
Ho, albo orzec, Zze nie ma podstaw do odrzucenia tej hipotezy. Procedury te nie
stuza natomiast do przyjmowania hipotez zerowych.

W bardziej ogdlnych rozwazaniach — lezacych u podstaw teorii weryfikacji
hipotez statystycznych — bierze si¢ pod uwage zarowno odrzucanie, jak i przyj-
mowanie hipotez zerowych. Rozréznia si¢ w zwiazku z tym dwa rodzaje ble-
dow, jakie mozna popetni¢ przy weryfikacji kazdej hipotezy zerowej. Istote tych
btedow ilustruje rys. 5.2. Btad I rodzaju polega na odrzuceniu prawdziwej hipo-
tezy zerowej. Prawdopodobienstwo popetnienia tego btgdu oznaczane jest sym-
bolem « (zob. wzory (5.7)—(5.9)) i nosi nazw¢ poziomu istotnosci testu. Blad
II rodzaju polega na przyjeciu hipotezy zerowej, ktora w istocie jest fatszywa.
Prawdopodobienstwo popehienia tego btedu oznaczane jest symbolem /.

W standardowych testach istotnosci tylko warto$¢ « zadawana jest a priori,
natomiast /3 jest wartoscig wynikowa, zalezna od licznosci probki (n) i rzeczywi-
stej warto$ci parametru Q. Poniewaz owa rzeczywista warto$¢ parametru Q jest
— z zalozenia — nieznana, zatem i warto$¢ £ pozostaje nieznana.
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Hipoteza zerowa
Prawdziwa Falszywa
Decyzja Btad
Przyja¢
prawidtowa Il rodzaju
Decyzja
Btad Decyzja
Odrzuci¢
| rodzaju prawidtowa

Rys. 5.2. Btedy popetniane przy weryfikacji hipotez statystycznych

Kazdy standardowy test istotnosci mozna jednak stransformowac¢ do postaci,
w ktorej rowniez warto§¢ f moze by¢ zadawana a priori. Wymaga to odpowied-
niego przeksztatcenia hipotezy alternatywnej i okreslenia minimalnej licznosci
probki. Zwrdéémy uwage na test dwustronny, w ktorym weryfikacji podlega
hipoteza zerowa (5.1) wobec hipotezy alternatywnej (5.4). Hipotezg (5.4) nalezy
zastapi¢ dwiema hipotezami alternatywnymi postaci:

H]_: Q = Qo + AQ = le (512)
H:Q=Qo—-AQ=0Q, (5.13)

gdzie AQ > 0 i w konsekwencji Q_; < Qp < Q;. Mamy wigc:
B’ =P[D(X)  D/Q=Q.1] + P [D(X;) ¢ Dl Q=Qi]. (5.14)

Jesli przyja¢ dodatkowo, ze Qp — Q_1 = Q1 — Qy, t0:

PID(X) ¢ DlQ=Q1=2-, (5.15)
P[D(X) ¢ DlQ=0Q,] = ﬂ? (5.16)

Jesli wartos¢ AQ jest ustalona, to S’ jest malejaca funkcja liczno$ci probki (n).
Mozna wigc znalez¢ taka liczno$¢ probki (n'), przy ktorej g’ < g, gdzie £ jest
przyjetym a priori prawdopodobienstwem btedu II rodzaju. Przy poszukiwaniu
warto$ci N’ korzysta si¢ z wlasnosci funkcji mocy testu (zob. rys. 5.3).
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. A Hy: 0= Qo
MQ;n) | Hy: 0% 0,
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Rys. 5.3. Krzywe mocy testéw statystycznych
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Funkcja mocy jest podstawowa charakterystyka operacyjng testu i wyraza
zalezno$¢ miedzy prawdopodobienstwem odrzucenia hipotezy zerowej a warto-
$cig parametru Q, przy ustalonej liczno$ci probki (n). Mamy wiec:

M(Q; n) = P[D(X,) € D/ Q]. (5.17)

Na rys. 5.3A pokazano dwa wykresy tej funkcji dla testu dwustronnego, przy
N =ngin=ny N, > ng. Na rysunku tym zaznaczono warto$ci Q i Q;. Przy
n=n; mamy 1 — M(Q_g; np) =1 - M(Qq, ny) = B'/2 < B/2. Te same problemy
wystepujg oczywiscie rowniez w przypadku testow jednostronnych. Pokazano to
narys.5.3BiC.

5.2. Weryfikacja hipotez dotyczacych wartosci oczekiwanej

5.2.1. Weryfikacja istotnosci réznicy miedzy wartoscig oczekiwana
zmiennej losowej a ustalong warto$cia

Niech X oznacza zmienng losowa o normalnym rozktadzie prawdopodobien-
stwa z nieznang warto$cig oczekiwang u. Drugi parametr rozktadu — czyli od-
chylenie standardowe o — moze by¢ znany lub moze by¢ szacowany z proby.
Weryfikacji podlegaja hipotezy zerowe postaci (5.1)—(5.3) wobec hipotez alter-
natywnych postaci (5.4)—(5.6). Mamy wigc:

Ho: 1= o, (5.18)

Ho: 1< 1o, (5.19)

Ho: 1> 1 (5.20)
oraz

Hi: u# o, (5.21)

Hi: > o, (5.22)

Hi: < o, (5.23)

gdzie g 0znacza pewng ustalong warto$é, wynikajaca najczesciej z przestanek
pozastatystycznych. Hipotezy te formutujemy w celu rozstrzygnigcia, czy stwier-
dzona empirycznie relacja miedzy $rednig arytmetyczng z proby (X,) a warto-
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Scig o wynika z dziatania czynnikéw systematycznych, czy tez zostata ona
uksztattowana tylko w rezultacie dziatania czynnikow losowych.

5.2.1.1. Testu

Przypomnijmy (zob. rozdziat 4), Ze jesli odchylenie standardowe jest znane, to:

X — X, —
u=—n B I8y
4 o

Jn
jest realizacja standaryzowanej zmiennej losowej U o rozktadzie N(O; 1).
Kazda ze sformutowanych powyzej hipotez zerowych zawiera przypuszcze-
nie, ze u = . Tak wigc jesli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to rowniez cha-
rakterystyka:

X —
u,=—2"%/n (5.24)
o

o warto$ciach uzyskiwanych wedtug wzoru:

)?_
u, =140 (5.25)

o

ma standardowy rozktad normalny N(O; 1).

Charakterystyka (5.24) moze by¢ wykorzystana jako sprawdzian (D) hipotez
zerowych (5.18)—(5.20). Wartos$ci tego sprawdzianu, ktére w punkcie 5.1 ozna-
czylismy symbolem D(X,), oblicza si¢ ze wzoru (5.25). Jeli test jest dwustron-
ny, to obszar krytyczny ma postac:

Dy = (—00; —Ug2] W [Ug2; ), (5.26)

przy czym wartos$ci —U,, < 0 1 Uy, > 0 wyznacza si¢ w taki sposob, ze:

Pwswm=%, (5.27)

P(U2>ugp) = (5.28)

N R
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W przypadku testow jednostronnych mamy natomiast:

Dy = (=00} ~U] (5.29)
albo
Dy = [Ug; ), (5.30)
przy czym
PU<-U)=a, (5.31)
P(U>u,) = a. (5.32)

W przypadku testu dwustronnego reguty decyzyjne sa nastgpujace:
— jesli warto$¢ Up obliczona wedtug wzoru (5.25) spetnia nierownos¢:

[Uol| > U, (5.33)

to nalezy odrzuci¢ Hy na korzys¢ Hy,
— jesli natomiast:

ol < U (5.34)

to nie ma podstaw do odrzucenia H.

W przypadku testéw jednostronnych (lewostronnych i prawostronnych)
reguly decyzyjne przedstawiajg si¢ nastepujaco:
— jesli warto$¢ Up obliczona wedlug wzoru (5.25) spetnia nierownos¢:

luol > u,, (5.35)

to nalezy odrzuci¢ Hy na korzys¢ Hy,
— jesli natomiast:

luol < ug, (5.36)

to nie ma podstaw do odrzucenia H.

Wartosci krytyczne u, albo u,;, nalezy odczyta¢ z tablicy II, zamieszczonej
w aneksie, dla r = «o. Wartosci te mozna réwniez wyznaczy¢ na podstawie za-
mieszczonej w aneksie tablicy I. Nalezy mianowicie znalez¢ taka warto$¢ U,
albo u,, dla ktérej 1 — ®d(u,) = «, 1 — ©(Uyp) = 2.

Zaroéwno w tescie dwustronnym, jak i jednostronnym prawdopodobienstwo
odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej wynosi c.
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Przyklad 5.1

Nominalna dlugos¢ pewnego typu sworznia wynosi Lo = 100 mm. Na pod-
stawie dtugotrwalych obserwacji procesu technologicznego tych sworzni ustalo-
no, ze ich dlugos¢ (L) jest zmienng losowa o normalnym rozkladzie prawdopo-
dobienstwa i odchyleniu standardowym o = 1,8 mm. W celu sprawdzenia
prawidtowosci przebiegu procesu technologicznego pobrano z biezacej produk-
cji probke losowa o licznosci n = 25 sztuk. W wyniku badania tej probki uzy-
skano I=100,4 mm. Czy mozna utrzymaé hipoteze Hy: E(L) = 100 mm przy
alternatywie H;: E(L) = 100 mm?

Obliczamy:

100,4 -100
UO :T 25 :1,11.

Poziom istotnosci testu o ustalamy na 0,05. Stad o/2 = 0,025, a Uggs = 1,96
(tablica II). Obliczona warto$¢ U = 1,11 jest wigc mniejsza od wartosci krytycz-
Nej Upozs = 1,96. Wynika stad, ze nie ma podstaw do odrzucenia sformutowanej
hipotezy zerowej. Oznacza to, ze zaobserwowane odchylenie $redniej dtugosci

sworznia |1 =100,4 od warto$ci nominalnej Ly = 100 jest zbyt male, by mozna
twierdzi¢, ze przecietna dhugo$¢ sworznia odbiega od warto$ci nominalnej.l

W przedstawionej powyzej standardowej wersji testu U pod kontrolg pozo-
staje tylko btad I rodzaju. Takie rozwigzanie nie ogranicza wlasnos$ci aplikacyj-
nych testu, jesli hipoteza zerowa stanowi zaprzeczenie weryfikowanej hipotezy
merytorycznej. W takich przypadkach prawdopodobienstwo o moze by¢ bo-
wiem interpretowane jako prawdopodobienstwo przyjecia falszywej hipotezy
merytorycznej. Istnieje jednak szeroka klasa dos§wiadczen, w ktérych pozadana
jest kontrola zaréwno btedu I jak i II rodzaju. Rozwazmy obecnie ten problem
w odniesieniu do testu prawostronnego, w ktorym weryfikacji podlega hipoteza
zerowa Hy: 1= 1o wobec hipotezy alternatywnej Hy: 1> pp.

Zauwazmy, ze funkcje testowg (5.25) mozna stransformowac do postaci:

- o
X, =M, +U—.

Jn

Ustalajagc warto$¢ u na poziomie u, (zob. wzor (5.30)) otrzymujemy Krytyczng
warto$¢ $redniej arytmetycznej z proby:

— (o2
Xn,g = Uy +U, ﬁ (537)
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taka ze
P( fn > fn’g |,U= ) = a (5.38)

i w konsekwencji

P(x, < Xn.g =) =1- e (5.39)

W takiej sytuacji sprawdzianem D hipotezy H, jest X, a nie statystyka U

no
o wartosciach obliczonych wedlug wzoru (5.25).

W zmodyfikowanej wersji testu — stosowanej szczegdlnie czesto w staty-
stycznej kontroli jako$ci w toku produkcji — Stosowane sa nastepujace reguly de-
cyzyjne:

—jesli X, spetnia nier6wnos¢:

X=X g (5.40)
to odrzuca si¢ hipoteze zerowa na korzys¢ hipotezy alternatywne;j,
— jesli natomiast:
X <X (5.41)

n ng:’

to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

Funkcjonowanie tych regut ilustruje rys. 5.4, na ktorym pokazano cztery
wykresy funkcji gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, 0 ustalonym

odchyleniu standardowym o/ Jnio roéznych warto$ciach oczekiwanych . Rys.
5.4A ilustruje sytuacje, gdy i = b, a wigc gdy prawdziwa jest hipoteza zerowa.
Zakreskowane pole odpowiada prawdopodobienistwu popetnienia btedu I rodzaju.
Kolejne czesci (B-D) rys. 5.4 odpowiadajg sytuacjom, gdy prawdziwa jest hipote-
za alternatywna. W tych cze$ciach rysunku zakreskowane pola odpowiadajg wigc
prawdopodobienstwom popetnienia btgdu II rodzaju, jesli bowiem Au > 0, to:

P(Xy < Ko lu= pio+ A = . (5.42)

Jak tatwo zauwazy¢, prawdopodobienstwo to maleje ze wzrostem A i osigga
poziom mozliwy do zaakceptowania (£") dopiero przy dostatecznie duzej warto-
sci Au' (rys. 5.4D). Jesli warto§¢ Au ' jest okreslona explicite (na podstawie
przestanek pozastatystycznych), to hipoteze alternatywna mozna zapisa¢ naste-
pujaco:

Hy: p= o+ Ap'. (5.43)
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Rx)

Rys. 5.4. Prawdopodobienstwo btedu II rodzaju
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W konsekwencji mamy:
P(X< Xog | 1= pio+ Au') = 8, (5.44)
P(Xy 2%y g lu= o+ Au')=1-p" (5.45)

Traktujac tacznie prawdopodobienstwo (5.38) i1 (5.39) oraz (5.44) i (5.45)
stwierdzamy, ze:
— jesli prawdziwa jest hipoteza zerowa Ho: 1 = wo, t0 zdarzenie losowe

X, < X, realizuje si¢ z prawdopodobienstwem 1 - ¢, natomiast zdarzenie

losowe X, > realizuje si¢ z prawdopodobienstwem ¢,

Yn’g
— jesli prawdziwa jest hipoteza alternatywna Hg: o + Au’, to zdarzenie
losowe X,< X, ¢ realizuje si¢ z prawdopodobienstwem A, natomiast zdarzenie

losowe X,> X, ,

realizuje si¢ z prawdopodobienstwem 1 — 3.

Pozwala to sformutowa¢ nastepujace regulty decyzyjne:
— jesli spetniona jest nierowno$¢ X, = X, ¢, to nalezy przyjac hipotezg alter-

natywna Hy: = 1o+ Au',

— jesli natomiast zachodzi nierdwno$¢ X, < X, , , to nalezy przyjac¢ hipoteze

n,g -’
zerowg Ho: 1= 1.

Dla kazdej licznosci probki (n) wielkosci £ 1 Au powiazane sg poprzez funk-
cje mocy testu (zob. rys. 5.3). Dlatego tez jesli wartoSci Ay’ i B’ sg ustalone, to
pojawia si¢ problem wyznaczenia takiej minimalnej licznosci probki n’, przy
ktorej sa spetnione warunki (5.44) i (5.45). Te minimalng licznos$¢ probki mozna
wyznaczy¢ rozwigzujac wzgledem n' nastepujacy uktad rownan:

— o
Xn’g = Uy +Ua—,
i , (5.46)

o
X g = (it +Au) ~Uy ——
ng 0 Py
gdzie uj jest taka warto$ciag zmiennej losowej U, ze:

P(U> up) = 4", (5.47)
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Mamy wiec
u L_A,U/—U’ L
SN
AN =o(u, +U))
i w konsekwencji
2 ry2
(U, +ul)
= (5.48)
(Aw)

Przedstawione powyzej rozumowanie mozna powtorzy¢ — bez zadnych istot-
nych zmian — zaréwno w przypadku testu lewostronnego, jak i dwustronnego.

5.2.1.2. Testt

Jesli wariancja (o %) obserwowanej zmiennej losowej X ~ N(x, o) nie jest
znana, to do weryfikacji hipotez zerowych (5.18)—(5.20) wykorzystuje si¢ test
t-Studenta. W przypadku gdy wariancje ¢ szacuje si¢ za pomocg statystyki S 2,
sprawdzian hipotezy zerowej ma postac:

t o= n—1. (5.49)

Jesli natomiast wariancje o szacuje si¢ za pomocg statystyki S, to wowczas:
Xy — Ho
yﬁz—j;—Jﬁ. (5.50)

Konstrukcja obu tych funkcji testowych oparta jest na fakcie, ze zmienna
losowa:

X, - X, -
t, =—1" Edn—1=20"8 0

S

o wartosciach

X — X —
tznﬂn—lznﬂ\/ﬁ
s
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ma rozktad Studenta o r = n — 1 stopniach swobody (zob. rozdziat 4). Tak wiec
jesli i = p, to wartoscei t, o obliczone wedlug wzoréw (5.49) i (5.50) sg realiza-
cjami zmiennej losowej Studenta o r = n — 1 stopniach swobody.
W przypadku testu dwustronnego obszar krytyczny ma postac:
(5.51)

Dk = (—00; —tr o2] U [tr,a2; ),

przy czym wartosci —t; ,» < 0 i t; » > 0 wyznacza si¢ w taki sposob, ze:
(5.52)

| R

P(tr < —tr’wz) = ,
(5.53)

NIR

P(t,— > t,—'ajz) =

gdzie o jest poziomem istotnosSci testu.
Poniewaz |t; 4ol = |t, 42|, zatem w przypadku testu dwustronnego mamy

nastepujace reguly decyzyjne:
— jesli warto$¢ t,o obliczona wedlug wzoru (5.49) albo (5.50) spetnia nie-

rownosc:
[teol >ty (5.54)
to odrzuca si¢ hipoteze zerowa na korzys¢ hipotezy alternatywne;j,
— jesli natomiast:
|tr,0| <t a0 (5.55)
to nie ma podstaw do odrzucenia weryfikowanej hipotezy zerowe;j.
W przypadku testu lewostronnego mamy:
Dy = (~o0; 4] (5.56)
przy czym
Pt <-t..) = «, (5.57)
gdzie: —t,,<0.
Jesli natomiast test jest prawostronny, to:
(5.58)

Dk = [tr,a; OO)
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przy czym
Pt >t ) = o, (5.59)
gdzie: t, ,>0.

Tak wiec jesli warto$¢ t. obliczona wedlug wzoru (5.49) albo (5.50) spetnia
nierownosc:
teol > ey, (5.60)

to odrzuca si¢ hipotezg zerowa na korzys¢ hipotezy alternatywnej. Jesli nato-
miast:

ltol <tra, (5.61)

to nie ma podstaw do odrzucenia weryfikowanej hipotezy zerowej.

Wartosci krytyczne t., i t,, nalezy odczyta¢ z tablicy II, zamieszczonej
w aneksie.

5.2.2. Weryfikacja istotnos$ci réznicy miedzy wartosciami
oczekiwanymi dwdch zmiennych losowych

Niech X; i X, beda normalnymi zmiennymi losowymi o nieznanych warto-

$ciach oczekiwanych g4 1 1 Oraz wariancjach 012 i 022, ktére moga by¢ znane

lub nieznane.
Weryfikacji poddawana jest najczesciej hipoteza zerowa:

HO: = (562)
wobec hipotezy alternatywnej:
H]_: h # L. (563)

W takiej sytuacji mamy do czynienia z testem dwustronnym. Mozna oczywiscie
stosowac¢ rowniez testy jednostronne, jesli wymaga tego rozwazana sytuacja do-
swiadczalna. Weryfikuje si¢ wowczas hipoteze zerows (5.62) wobec hipotezy
alternatywnej Hi: 14 < 1, albo Hi: g > 1. Hipoteza zerowa moze by¢ rowniez
hipoteza ztozona postaci Ho: 14 < 15 albo Ho: 14 > 1. Dalsze rozwazania ograni-
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czymy do przypadku, gdy hipoteza zerowa ma posta¢ (5.62) i gdy jest ona wery-
fikowana wobec hipotezy alternatywnej (5.63).

W celu sprawdzenia hipotezy zerowej, ze zbiorowosci, w ktorych okreslone
sg zmienne losowe X; i X,, pobiera si¢ proste proby losowe o liczebnosciach ng
i n,. Jesli wariancje 012 i o-% sa znane, to na podstawie zbiorow realizacji X; 1 X;
wyznacza si¢ Srednie arytmetyczne X, i X,, a nastgpnie — za pomocg testu U —
rozstrzyga sig, czy zaobserwowana wartos¢ roznicy X,— X, S$wiadczy na ko-
rzy$¢ hipotezy zerowej, czy tez na korzy$¢ hipotezy alternatywne;j. Jesli warian-
cje 012 i a% nie sa znane, to na podstawie zbiorow realizacji X; i X, wyznacza
si¢ dodatkowo warto$ci wariancji z proby, a o istotnosci réznicy X,— X, roz-

strzyga si¢ za pomoca testu t. Do szacowania wariancji o2 i ¢ mozna wyko-

rzysta¢ zardbwno estymator S z jak i estymator S2.

5.2.2.1. Testu
Przypomnijmy, ze — przy przyjetych powyzej zatozeniach — zmienna losowa:

_ (i1_i2)_(ﬂ1_ﬂ2)

U
2 2
o o
o,
n N,

0 warto$ciach

_ (il _Xz)_(lﬁ _,uz)

2 2
o o

oL 0
n N,

ma rozktad N(O; 1). Wynika stad bezposrednio, ze jesli prawdziwa jest hipoteza
(5.62), to uzyskana empirycznie wartosc:

X| =%

Uy =2 (5.64)
of 03
n. N,

jest realizacja zmiennej losowej U ~ N(O; 1).
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Statystyke postaci (5.64) mozna wigc wykorzystac jako sprawdzian hipotezy
zerowej (5.62). Jesli jest ona weryfikowana wobec hipotezy alternatywnej
(5.63), to obszar krytyczny ma posta¢ (5.26). Reguly decyzyjne sg takic same
jak w punkcie 5.2.1.1 (zob. wzory (5.33) i (5.34)).

5.2.2.2. Test t

Zwréémy uwage na przypadek, gdy do oszacowania wariancjic? i o3 wy-

korzystuje sie statystyke S2 o wartosciach wyznaczonych wedlug wzoréw
(4.27). Sprawdzian hipotezy zerowej (5.62) ma w takiej sytuacji postac:

X, —X X, —X ’ n,n
tr0: 1 2 " 2 172 , (565)
. n, +n, Sp n, +n,
p
\ nin,

przy czym s, wynika ze wzoru (4.80):

. - (n,=1)s? +(n, —1)s3
PV (=D (n,-1)

Jesli ng =ny, =n, to:

n
t =72 2 5.66
r,0 7 ( )

2 2
st +s3
Sp= — (5.67)

Warto$ci tro uzyskiwane wedlug wzorow (5.65) i (5.66) sg realizacjami
zmiennej losowej t-Studenta o r = (n; — 1) + (n, — 1) = ny + n, — 2 stopniach
swobody. Jesli hipoteza alternatywna ma posta¢ (5.63), to obszar krytyczny dla
wartosci tro wyraza si¢ wzorem (5.51), a regulty decyzyjne sg takie same jak
w punkcie 5.2.1.2; zob. wzory (5.54) i (5.55).

Wystepujaca we wzorach (5.65) i (5.66) wartos¢ s, — czyli tzw. uogolnione
odchylenie standardowe z prébki — moze by¢ obliczana tylko wowczas, gdy nie

ma podstaw do odrzucenia hipotezy o réwnosci wariancji 012 i 0% (zob. punkt

5.3.2). Stanowi to istotne ograniczenie pola zastosowan testu t w postaci (5.65),
(5.66).
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Jesli nie mozna utrzymac hipotezy o rownosci Wariancjial2 i a%, to jedna

z mozliwych drég postepowania jest zastosowanie techniki tzw. potaczonych
obserwacji’>. To polaczenie obserwacji polega w istocie na przeksztatceniu
dwaéch jednowymiarowych zmiennych losowych X; i X, w dwuwymiarowa
zmienng losowa (X, X;). Kazda para realizacji (X1, X2;) powinna bowiem doty-
czy¢ tego samego elementu A; proby A. W takiej sytuacji definiuje si¢ zmienng
losowa:

Y =X, - X, (5.68)
o realizacjach:
Yi = Xii— X2, (5.69)
i=1,2,...n

Hipoteze zerowa (5.62) zastgpuje si¢ rownowazng hipoteza:

Ho: £ (Y) =0, (5.70)
ktora weryfikuje si¢ wobec hipotezy alternatywne;:

Hy: 2 (Y)=0. (5.71)
Sprawdzian hipotezy (5.70) ma posta¢:

_yn\/_

fro s(Y) s(Y)

Yn_ o= (5.72)

gdzie y, jest $rednig arytmetyczng z proby, natomiast S(Y) i s(Y) sa oszacowa-
niami odchylenia standardowego zmiennej losowej Y, uzyskanymi za pomoca
estymatora S albo S.

Wartosci tr o uzyskiwane wedtug wzoru (5.72) sg realizacjami zmiennej 10-
sowej t-Studenta o r = n — 1 stopniach swobody. Obszar krytyczny ma posta¢

(5.51), a reguty decyzyjne sa takie same jak w punkcie 5.2.1.2; zob. wzory
(5.54) i (5.55).

2 postepowanie takie jest mozliwe tylko w odniesieniu do zdarzeniowych zbiorowosci gene-
ralnych, i to pod warunkiem, ze metody badania obu cech sg nieniszczace. Ogdlniejszym sposo-
bem postgpowania jest zastosowanie testu Aspin i Welcha. Stosowanie tego testu omowiono —
migdzy innymi — w ksigzce: J.B. Czerminski, A. Iwasiewicz, Z. Paszek, A. Sikorski, Metody staty-
styczne dla chemikow, PWN, Warszawa 1992, s. 130 i 131.
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Przyklad 5.2

W czasie kontroli dtugosci sworzni metalowych (por. przyktad 5.1) kazdy
sworzen mierzono dwukrotnie, za pomocg dwoch réznych przyrzadow pomia-
rowych. Zmierzono w ten sposob n = 10 sworzni. Uzyskane wyniki zestawiono
w kolumnach 1, 2, 3 tablicy 5.1. Celem badania byto rozstrzygniecie, czy oby-
dwa przyrzady pomiarowe maja taka sama doktadnos¢.

Definiujemy nast¢pujace zmienne losowe:

L; — dlugo$¢ sworznia mierzona za pomocg przyrzadu nr 1,

L, — dtugo$¢ sworznia mierzona za pomoca przyrzadu nr 2.

Jesli doktadno$¢ obu przyrzadow pomiarowych bytaby taka sama, to wartosci
oczekiwane obu zmiennych powinny by¢ takie same: u(L;) = x(L;). Poniewaz
kazda para pomiarow dotyczy tego samego sworznia, zatem istnieje mozliwo$¢
zastosowania techniki polgczonych obserwacji. Definiujemy zmienng losowa
Y =L; — Ly Jesli u(Ly) = u(Ly), to u(Y) = 0. Hipoteza zerowa ma wigc postac
Ho: x(Y) = 0, natomiast hipoteza alternatywna przedstawia si¢ nastgpujaco:
Hy: u(Y) #0.

Wyniki posrednich obliczen, niezbednych w celu wyznaczenia $redniej aryt-
metycznej Yy, oraz odchylenia standardowego s(Y), zestawiono w kolumnach

4i5tablicy 5.1.

Tablica 5.1
Obliczenia pomocnicze do przyktadu 5.2
Wynik pomiaru za pomoca
. przyrzadu nr
Nr swiorznla 1 > yiz o=l y|2
i L2

1 2 3 4 5
1 102,7 101,9 0,8 0,64
2 101,8 102,4 -0,6 0,36
3 100,4 99,9 0,5 0,25
4 100,9 101,1 -0,2 0,04
5 99,8 100,4 -0,6 0,36
6 101,1 99,8 1,3 1,69
7 98,9 98,1 0,8 0,64
8 102,3 101,8 0,5 0,25
9 99,8 100,9 11 1,21
10 105,5 101,3 -0,8 0,64
> - - 0,6 6,08

Zrédlo: badania wlasne.
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Wykorzystujac wzory (4.19) i (4.27b) otrzymujemy:

. 1
=—>y;=—0,6=0,06
Yo néy' 10

Pl L (e Y 1
s(Y)=_|— S i =,/—(6,08——0,36) ~ 0,82.
) n-1 2V n(éy'] \/9( 10 )

i=1
Podstawiajac te wartosci do wzoru (5.61) otrzymujemy:

0,06
ty, =——4/10 =0,2314.
%070,82

Przyjmujemy poziom istotnosci testu o = 0,05. W tablicy Il (zamieszczonej
w aneksie) znajdujemy warto$¢ to. o = toooos = 2,262. Zachodzi nierdwnosé
ty = 0,2314 < tg0025 = 2,262. Nie ma wigc podstaw do odrzucenia hipotezy
o jednakowej doktadnosci obu przyrzadéw pomiarowych.®

5.3. Weryfikacja hipotez dotyczacych wariancji

5.3.1. Weryfikacja istotnosci roznicy miedzy wariancja
a ustalona wartoscia

Niech X oznacza normalna zmienna losowa o nieznanych parametrach i o
Ze zbiorowosci generalnej A, w ktorej okreslona jest zmienna losowa X, pobiera
si¢ prosta probg losowa A. Na podstawie zbioru realizacji X, szacuje si¢ wa-

riancje o”. Mozna do tego celu wykorzystaé statystyke S Zalbo S2 Majac war-
tosci tych charakterystyk ( §2 albo s%), mozna poddaé weryfikacji hipotezy doty-
czace relacji miedzy wariancja o a pewna wartoscia 002 , ustalong najczesSciej
na podstawie przestanek pozastatystycznych.

Weryfikacji poddaje si¢ jedna z nastgpujacych hipotez zerowych:

Hy:o?=0q, (5.73)
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Ho: 02 <ol (5.74)
Hy: 02 >0f. (5.75)

Hipoteza (5.73) jest hipoteza prosta, jednoznacznie bowiem specyfikuje postaé
funkcyjng dystrybuanty zmiennej losowej X. Hipotezy (5.74) i (5.75) sa nato-
miast hipotezami ztozonymi.

Hipotezy alternatywne formutuje si¢ nastgpujaco:

H:o?#0,, (5.76)
H: o2 <aq, (5.77)
H,: o? >002. (5.78)

Kazda z tych hipotez moze by¢ alternatywa hipotezy zerowej (5.73). Jesli nato-
miast hipoteza zerowa ma postaé (5.74), to alternatywag jest hipoteza (5.78). Jest
to przypadek szczegélnie czgsto wystepujacy w statystycznej kontroli jakoscli,

gdzie warto$¢é ag traktuje si¢ jako miarg najwyzszego dopuszczalnego poziomu
zréznicowania zasobu albo strumienia produkowanego masowo wyrobu. Im
mniejsza jest rzeczywista warto$¢ wariancji o2, tym wyzsza jest jakosé wykona-
nia. Jesli hipoteza zerowa ma posta¢ (5.75), to alternatywa jest hipoteza (5.77).
Przypomnijmy (zob. rozdziat 4), ze jesli X ~ N(, o), to statystyka:

Zn:(xi _in)2
i=l

0_2

(5.79)

jest zmienng losowa o rozktadzie chi-kwadrat, o r = n — 1 stopniach swobody.
Wykorzystujac definicyjne wzory statystyki S i S2 mozemy napisag:

an(xi ~X,)? =ns® =(n-1)s?. (5.80)
i=1

Wz6r (5.79) mozna wigc zapisa¢ dwojako:

= (5.81)
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albo
C1)e2
n-ls" (5.82)
o
Podstawiajac o2 :(702 otrzymujemy:
2
ns
Xr2,0 ==, (5.83)
%9
n-1)s?
Xto =%. (5.84)
%9

Kazda z tych charakterystyk moze by¢ wykorzystana jako sprawdzian hipo-
tez zerowych (5.73)—(5.75). W przypadku gdy sprawdzana jest hipoteza zerowa
(5.73) wobec hipotezy alternatywnej (5.76), obszar krytyczny dla uzyskiwanych

empirycznie wartosci y?, ma posta¢:

D= (05 21 arn] VL2723 )- (5.85)
Reguly decyzyjne:
— jesli wartos¢ ;(f’o — obliczona wedtug wzoru (5.83) albo (5.84) — spetnia
Nierownos¢:
Zf,o = Z?,lfalz (5.86)
albo nier6wnos$¢:
Zf,o 2 Z?,a/Z ' (5.87)

to odrzuca si¢ hipoteze H,: ol = 002 na korzys¢ hipotezy H,: ol # 05 ,

— jesli natomiast uzyskana empirycznie warto$¢ 2 spetnia nieréwnosc:
2 2 2
Xra-arz <Xro < Xra2: (5.88)

to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H;: o? = 002 :
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Jesli weryfikacji podlega hipoteza zerowa H,: o? =002 albo H,: o? Saoz

wobec hipotezy alternatywnej H,: o> >, to obszar kr yCzny ma postac:
P 1 0 ymap

Di=[x,: ) (5.89)

Reguly decyzyjne:

— jesli obliczona warto$¢ ;(f o spetnia nier6wnos¢:

Xi0 > xta, (5.90)

to odrzuca si¢ weryfikowana hipoteze¢ zerowa na korzys$¢ hipotezy alternatywnej,
— jesli natomiast:

Xt < Xiar (5.91)
to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

W przypadku gdy weryfikacji poddawana jest hipoteza H,: o? =0'02 albo
H,: 0% >0 wobec hipotezy alternatywnej H,: 02 <o, obszar krytyczny ma
postac:

D= (05 7714l (5.92)

Reguly decyzyjne:
— jesli obliczona warto$¢ lf,o spelnia nier6wnos¢:

Xro S Xiva (5.93)

to odrzuca si¢ hipotez¢ zerowa na korzys¢ hipotezy alternatywnej,
— jesli natomiast:

X0 Xivar (5.94)

to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

We wszystkich wymienionych przypadkach poziom istotnosci testu wynosi
a. Wartosci krytyczne nalezy odczyta¢ z tablicy III, zamieszczonej w aneksie,
dla r = n - 1 stopni swobody. Nalezy przy tym przyjaé¢ — w zaleznosci od kon-
kretnej sytuacji — ¢ na poziomie 1 — /2, 1 — , o2 albo «a.
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Przyklad 5.3

Konstruktor linii technologicznej twierdzi, ze najwigksze odchylenia dtugo-
sci (L) produkowanych elementéw od wartosci nominalnej (lg) nie powinny
przekracza¢ 12 mm (co do wartosci bezwzglednej). Wiadomo przy tym, ze roz-
ktad zmiennej losowej L jest normalny.

W celu sprawdzenia twierdzenia konstruktora z biezacej produkcji pobrano
probke losowa o liczebnosci n = 20 i oszacowano wariancj¢ zmiennej losowej L.
Wykorzystano do tego celu estymator S ? i uzyskano s* = 28,5 mm” Czy uzy-
skany wynik pozwala zaakceptowac twierdzenie konstruktora?

Poniewaz mamy do czynienia z rozktadem normalnym, mozna przyjac, ze
maksymalne odchylenie deklarowane przez konstruktora jest 3-krotnym odchy-
leniem standardowym w hipotetycznym rozktadzie obserwowanej zmiennej
losowej L. Postepujac w ten sposob dopuszczamy wprawdzie mozliwos$¢ poja-
wienia si¢ odchylen przekraczajacych 12 mm, ale tylko z prawdopodobiefistwem
0,0027 (zob. rozdziat 1). Hipotetyczne odchylenie standardowe wynosi wigc

op = 12/3 =4 mm, a stad aé = 16 mm®. Hipoteza zerowa ma posta¢ Hy: o> < 16

i jest weryfikowana przy alternatywie Hy: o> > 16. Przyjmujemy poziom istot-
nosci a = 0,01. Po podstawieniu wartosci do wzoru (5.84) otrzymujemy:

n—1)s? 19-285
Zro =%= X190 == =338438.

Z zamieszczonej w aneksie tablicy III odczytujemy warto$¢ krytyczna
ng;om =36191

Poniewaz obliczona warto$¢ lfg,o jest mniejsza od wartosci Krytycznej

X 29:001+ Zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej Ho: o < 16, na

poziomie istotnosci « = 0,01. Nie ma wigc rowniez podstaw do odrzucenia
twierdzenia konstruktora linii technologicznej.®

Omowiony powyzej test chi-kwadrat jest podstawowym narzedziem spraw-
dzania hipotez dotyczacych relacji migdzy wariancjg normalnej zmiennej loso-
wej a ustalong wartoscia. Nie jest to jednak narzedzie jedyne. Jesli probka jest
liczna, to do weryfikacji hipotez (5.73)—(5.75) mozna zastosowac test U. Przy-
pomnijmy (zob. rozdzial 4), Ze jesli obserwowana zmienna losowa ma normalny

rozktad prawdopodobienstwa, to statystyki S 2, S 2js? majg asymptotyczne
rozktady normalne o parametrach (4.53)—(4.55). Wykorzystujac ten fakt mozna



233

skonstruowac testy u, funkcjonujace analogicznie jak testy u stosowane do wery-
fikacji hipotez dotyczacych wartosci oczekiwanej (zob. punkt 5.2).

5.3.2. Weryfikacja istotnosci réznicy miedzy dwiema wariancjami

Niech X; i X; beda normalnymi zmiennymi losowymi o nieznanych warian-
cjach 012 i 022. Zwro¢my uwage na przypadek, gdy do estymacji wartosci 0'12
i o7 stosowana jest statystyka S° i gdy majac wartosci s? i s? chcemy roz-

strzygna¢, czy wariancje obu zmiennych sg rowne, czy rozne. W takiej sytuacji
weryfikacji poddaje si¢ hipotezg zerowa:

Ho: o} :ag (5.95)
wobec hipotezy alternatywnej

Hi: 012 # 0%. (5.96)

Zauwazmy, ze jesli o = o5, to statystyka (4.90) przyjmuje postaé:

St
2
_ 0 Si
Frlyr2y0 —g—g- (5.97)
o2

Statystyka ta ma rozktad F-Snedecora, przy czym szczegdtowa postaé dystrybu-
anty zmiennej losowej Frl . zalezy od warto$ci ry =n; —1; r, =n,— 1, czyli od
liczby stopni swobody przy szacowaniu wariancji o7 i o3 .

Jesli poziom istotnosci testu (@) jest ustalony, to w oparciu o dystrybuante
zmiennej losowej F, =~ mozna wyznaczy¢ kwantyle F. .\, 0 F . /.

takie ze:

a
P( Frl,rz < Fl‘l,l’z,lfaIZ) = Ei (598)

(04
P( Frl,rz e Frl,l’g,aIZ) = E! (599)
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przy czym F, . . ,;,<1 i dotyczy to przypadku, gdy s?<s5, natomiast

F

r,h,al2

Obszar krytyczny ma wigc postac:
Dv=(0; F 1wl VIF ; ), (5.100)

n,h,al21

> 1 i odnosi si¢ do przypadku, gdy si >s3.

przy czym
1

Fr1,r2 d-al2 — F

n,n,al2
Statystyke (5.97) — o wartosciach w przedziale (0; o) — mozna zastgpié sta-
tystyka:

F ; S2>82 (5.97a)

2

_ "1
rn,rn,0 — 82 !

2

o warto$ciach w przedziale [1; «). Statystyka ta jest sprawdzianem hipotezy ze-
rowej (5.95) i nosi nazwe testu F.
Numeracja zmiennych (X;, X,) jest tu wymuszona przez nierdownos¢ s> > S5 .
Obszar krytyczny dla statystyki (5.97a) ma wiec postaé:
D=[F : o0), (5.101)

n.n,al2

dla

£=0011 &= 0,05 zestawione sa w tablicach I\V/1 i 1\VV/2 zamieszczonych
w aneksie. Przy odczytywaniu warto$ci krytycznych z tych tablic nalezy przyj-
mowac af2 = &.

Reguly decyzyjne:

—jesli warto$¢ F, . ,obliczona wedtug wzoru (5.97a) spefnia nierownos¢:

przy czym poziom istotno$ci testu wynosi . Wartosci kwantyli F

nn.e?

F (5.102)

r.r,0 2 Frl,rz,a/Z’

to nalezy odrzuci¢ hipoteze Hg: 012 = 0% na korzys$¢ hipotezy alternatywnej

H,: 012 ;tazz , a poziom istotnosci takiej decyzji wynosi a,
— jesli natomiast:

F (5.103)

n,rn,0 < I:r1,r2,o:/2'

to nie ma podstaw do odrzucenia weryfikowanej hipotezy zerowe;j.
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Przy poréwnywaniu wariancji 012 i a% mozna takze stosowa¢ jednostronny

test F. W takiej sytuacji weryfikacji poddaje si¢ hipotezg zerowa postaci:

Ho: o} =co3 (5.104)
albo postaci

Ho: 0'12 < C0'22 (5.105)
wobec hipotezy alternatywnej

Hi: o} >co3, (5.106)

gdzie c > 0, przy czym 012 oznacza t¢ wariancje¢, ktorej odpowiada wigksza wa-
riancja probkowa (s?), natomiast 0% jest tg wariancja, ktorej odpowiada mniej-
sza wariancja prébkowa (s; ). Numeracja zmiennych jest tu wiec wymuszona —
analogicznie jak powyzej — przez nieréwnos¢ s> > 5 .

Sprawdzianem hipotezy zerowej (5.104) albo (5.105) jest statystyka (5.98).
Przy wyborze wartosci krytycznych z tablic IV/1 i IV/2 nalezy przyjmowac
o = & (zob. aneks). Obszar krytyczny dla uzyskiwanych empirycznie warto$ci

F. 1,0 ma wigc postac:

Dv=[c P ). (5.107)
Reguly decyzyjne:
— jesli obliczona wartos¢ F, . o spetnia nierowno$¢:
112,
Frino2CF 0 o (5.108)

to odrzuca si¢ hipotezg zerowa Ho: 67 =co3 albo Ho: 6 <co3 na korzysé

hipotezy alternatywnej Hi: 6 >co3, a poziom istotnosci takiej decyzji wy-
nosi a,

— jesli natomiast:

F <cF (5.109)

n,n,0 n.nh,a’

to nie ma podstaw do odrzucenia weryfikowanej hipotezy zerowej.

Przyjmujac ¢ = 1 otrzymujemy standardowa (podstawowa) posta¢ testu, naj-
cze¢sciej wykorzystywang w praktyce.
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5.4. Weryfikacja hipotez dotyczacych wskaznika struktury

Hipotezy dotyczace wskaznika struktury (p) weryfikuje si¢ najczgsciej za
pomoca testow U. Wykorzystuje si¢ przy tym fakt, ze czgstos¢ wzgledna z proby
(W) jest zmienng losowa o asymptotycznym rozkladzie normalnym, o wartosci
oczekiwanej E(W) = p i wariancji D*(W) = p(1 — p)/n. Poniewaz do konstrukcji
testu wykorzystuje si¢ asymptotyczne wlasnosci rozktadu, zatem probka — beda-
ca podstawa postepowania weryfikacyjnego — powinna by¢ odpowiednio liczna
i powinna obejmowac co najmniej kilkadziesigt losowo wybranych elementéw
zbiorowosci generalnej. Jest to konieczny warunek aproksymacji dwumianowe-
go rozktadu zmiennej losowej W za pomocg rozktadu normalnego.

5.4.1. Weryfikacja istotnosci réznicy miedzy wskaznikiem struktury
a ustalong wartoscia

Niech X oznacza zero-jedynkowg zmienng losowg o parametrze p = P(X = 1).
Parametr p bedziemy traktowac jako wskaznik struktury zbiorowosci generalnej
A, w ktorej jest okre$lona zmienna X. Jesli A jest zbiorem nieskonczonym, to p
nalezy interpretowaé jako prawdopodobienstwo pojawienia si¢ tych standw ba-
danej cechy B, ktorym przypisuje si¢ warto$¢ x° = 1. Jesli natomiast A jest zbio-
rem skonczonym, to p mozna réwniez interpretowac jako frakcje owych wyr6z-
nionych elementéw A € A. Weryfikacji (sprawdzeniu) poddaje si¢ prostg hipoteze
zerowa postaci:

Ho: p = po, (5.110)
albo tez jedna z nastepujacych hipotez ztozonych:

Ho: p < po, (5.111)
Ho: p = po, (5.112)
gdzie po oznacza pewna liczbe z przedziatu (0; 1), ustalong — najczesciej — na

podstawie przestanek pozastatystycznych.
Hipotezy alternatywne przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

H;: P # Po, (5113)
Hi: p < po, (5.114)
H;: P > po. (5115)
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Kazda z tych hipotez moze by¢ alternatywa hipotezy zerowej (5.110). Alterna-
tywa hipotezy zerowej (5.111) jest (5.115), natomiast w przypadku hipotezy
zerowej (5.112) alternatywa jest (5.114).

Przypomnijmy (zob. rozdziat 4), ze jesli liczebno$¢ probki (n) jest dosta-
tecznie duza, to:

jest realizacjg zmiennej losowej U ~ N(0O; 1), przy czym:

z
W=—= Xl y
n

S |—

i=1

gdzie x; (i = 1, 2, ..., n) jest realizacja zero-jedynkowej zmiennej losowej X
0 parametrze p.
W konsekwencji, jesli p = po, to rowniez

P A (5.116)

TS
n

jest realizacjg zmiennej losowej U ~ N(O; 1).

Charakterystyka ta jest sprawdzianem kazdej spo$rod wymienionych powy-
zej hipotez zerowych (5.110) —(5.112). Obszary krytyczne i reguty decyzyjne sg
takie same jak w przypadku weryfikacji istotnosci réznicy miedzy wartoscig
oczekiwang () normalnej zmiennej losowej a ustalong warto$cig o (zob. punkt
5.2.1.1).

Przyklad 5.4

Niech A bedzie strumieniem pewnego wyrobu sztukowego A, generowanym
przez agregat produkcyjny. Mamy wiec do czynienia z przedmiotowa zbiorowo-
$cig generalng, ktorg formalnie nalezy traktowac jako zbiorowo$¢ nieskonczona,
przeliczalng. W zbiorowosci tej okreslona jest zero-jedynkowa zmienna losowa X,
taka ze:
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0 —gdy element A; € A spelnia wymagania
jako$ciowe,

1 - gdy element A; € A nie spelnia wymagan
jakosciowych.

W rozwazanej sytuacji wskaznik struktury p okreslany jest jako wadliwos¢
strumienia wyrobu. Jest to unormowana miara jakosci wykonania.

Zaldzmy, ze najwyzsza dopuszczalna wadliwo$¢ obserwowanego strumienia
wyrobu A wynosi po = 0,1 (10%). Nalezy sprawdzi¢, czy kontrolowany proces
produkcyjny spelnia warunek p < po = 0,1. Mamy wigc Hp: p < 0,1 oraz
Hy:p>0,1.

W celu sprawdzenia sformutowanej hipotezy zerowej z biezacej produkcji
pobrano probke losowa A o liczebnosci n = 200. W rezultacie przeprowadzo-
nych badan otrzymano z = 28. Mamy wigc W = 28/200 = 0,14. Czy na poziomie
istotnosci = 0,01 mozna utrzymac¢ hipoteze Ho: p < 0,1 gloszaca, ze kontrolo-
wany proces produkcyjny jest uregulowany? Po podstawieniu wartosci do wzoru
(5.116) otrzymujemy:

L WPy _ 014-010 _ 004 _ .
" [pol=py) Jousn oz
n 200

Z tablicy 11 (zamieszczonej w aneksie) odczytujemy warto$¢ krytyczng U, = Ugoy =
= 2,326. Poniewaz spelniona jest nierowno$¢ Uy = 1,87 < Upg; = 2,326, nie ma
wigc podstaw do odrzucenia weryfikowanej hipotezy zerowej.®

5.4.2. Weryfikacja istotnosci roznicy miedzy dwoma
wskaznikami struktury

Niech X; i X, begda zero-jedynkowymi zmiennymi losowymi o nieznanych
parametrach p; i p,. Zatézmy, ze zmienne te sa okreslone w zbiorowos$ciach ge-
neralnych A; i A,. W konsekwencji, nieznane wartosci p; i p, bedziemy trakto-
wac jako wskazniki struktury tych zbiorowosci ze wzgledu na pewna ceche B,
ktorej liczbowymi obrazami sg zmienne losowe X; i X;. Oszacowaniami warto-
§ci py i Pz sa czestosci wzgledne z probek losowych, a mianowicie Wy = z3/ng
i W, = Zo/n,. Majac do dyspozycji te informacje mozna dokona¢ weryfikacji hi-
potez dotyczacych relacji migdzy wskaznikami struktury p; i p,. Podstawowe
znaczenie ma weryfikacja hipotezy zerowej:
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Ho: P1=P2 (5117)
wobec hipotezy alternatywnej:
Hi: p1 # pa. (5.118)

Przypomnijmy (zob. rozdziat 4), ze jesli obydwie probki (A, A,) sa dosta-
tecznie liczne, to:

(W —w,)—(p; = P,)
\/Wl(l—w1)+wz(1—wz)

n n,

jest realizacja zmiennej losowej U ~ N(O; 1).
Tak wiec jesli p; = p,, to rdbwniez warto$ci U uzyskiwane empirycznie we-

dhug wzoru:
W W,

\/Wl(l—wl)+w2(1—wz)

n n,

U, = (5.119)

sg realizacjami zmiennej losowej U ~ N(O; 1).

Charakterystyka (5.119) jest sprawdzianem hipotezy zerowej (5.117). Jesli
hipoteza alternatywna ma posta¢ (5.119), to mamy do czynienia z testem dwu-
stronnym. Obszar krytyczny ma posta¢ (5.26). Reguly decyzyjne sa takie same
jak w przypadku weryfikacji hipotezy zerowej Ho: u = 14 wobec hipotezy alter-
natywnej Hy: u# wp; zob. wzory (5.33) i (5.34).

Przyklad 5.5

Do odbiorczej kontroli jakos$ci przedstawiono dwie partie (A1 i Ay) produktu A.
Nalezy sprawdzi¢, czy wadliwosci obu partii produktu (p; i p,) sa jednakowe.
W tym celu pobrano probki losowe A, i A, o licznosciach n; = n, = 250.
W rezultacie przeprowadzonych badan stwierdzono z; = 15 i z, = 50 sztuk wa-
dliwych. Czy mozna utrzyma¢ na poziomie istotnosci oo = 0,05 hipoteze¢ zerowa
Ho: p1 = P2, jesli konkurencyjna hipoteza alternatywna ma postac¢ Hj: p; # p,?
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Po podstawieniu warto$ci do wzoru (5.119) mamy:

25 50
U = 250 250 _ 01-0,2 _
0= -
25 (,_25) 25(,_ 50} 3610 +64:10"
2500 250) 2500 250
250 250
-0 e
3,1623-1072

Z zamieszczonej w aneksie tablicy 11 odczytujemy wartos¢ krytyczna U, =
= Ug,05/2 = Ug,025 = 1,96. Poniewaz |—3,1623| = 3,1623 > 1,96, zatem Weryﬁkowa-
ng hipoteze zerowa Hy: p1 = p2 odrzucamy na korzy$¢ hipotezy alternatywnej
Ho: p1 # p.. Badane partie towaru majg rozne wadliwosci.l

Hipoteza (5.117) nie jest jedyng postacig hipotezy zerowej wykorzystywang
przy poréwnywaniu dwoch wskaznikow struktury o nieznanych warto$ciach p;
I p2. W pewnych sytuacjach doswiadczalnych bardziej racjonalnym sposobem
postepowania jest formutowanie ztozonych hipotez zerowych postaci:

Ho: p1 < pa, (5.120)
albo
Ho: p1 = p2. (5121)

Alternatywa hipotezy zerowej (5.120) jest:

Ha: p1 > pa, (5.122)
natomiast w przypadku hipotezy zerowej (5.121) mamy:

Hi: p1 < pa. (5.123)

Hipotezy (5.122) i (5.123) moga by¢ oczywiscie rowniez alternatywami hipote-
zy zerowej (5.117).

W kazdym z wymienionych przypadkéw mamy do czynienia z testem jed-
nostronnym. Obszary krytyczne dla empirycznie wyznaczanych wartosci Ug
(wedtug wzoru (5.119)), a takze odpowiednie reguty decyzyjne sa takie same jak
w przypadku weryfikacji hipotez dotyczacych relacji miedzy dwiema warto-
$ciami oczekiwanymi normalnych zmiennych losowych. Przypomnijmy, Ze ob-
szary krytyczne majg w rozwazanej sytuacji postac¢ (5.29) albo (5.30), natomiast
przy podejmowaniu decyzji w odniesieniu do hipotezy zerowej wykorzystuje si¢
nieréwnosci (5.35) 1 (5.36).
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5.5. Weryfikacja istotnosci wspolczynnika korelacji

Wspolczynnik korelacji liniowej z proby (ry,) — jak kazda charakterystyka
z proby — jest zmienna losowa. Ma to ten skutek, iz nawet wowczas, gdy wspot-
czynnik korelacji w zbiorowosci generalnej (o) jest rowny zeru, uzyskiwane
empirycznie wartosci I, odbiegaja zwykle od zera, zaréwno in plus, jak i in mi-
nus. Powstaje wigc problem weryfikacji hipotezy:

HO: Py = 0 (5124)

na podstawie informacji uzyskanych w rezultacie badania proby. Hipoteze t¢
weryfikuje si¢ zwykle wobec hipotezy dwustronne;j:

Hi: py # 0. (5.125)
Mozna tez oczywiscie formutowac hipotezy jednostronne postaci:

Hi: oy >0 (5.126)
albo

Hi: oy <0, (5.127)
zwlaszcza jesli istnieja przestanki merytoryczne pozwalajace wysuwac przy-
puszczenia w odniesieniu do znaku wspotczynnika korelacji pyy.

W procesie weryfikacji hipotezy zerowej (5.124) wykorzystuje si¢ fakt, ze

wspotezynnik korelacji liniowej z proby ma rozktad asymptotycznie normalny,
o warto$ci oczekiwanej E(R,) = p i odchyleniu standardowym D(R,,) =

=(1- p)%y ) Jn . Tak wigc (zob. rozdzial 4), jesli proba jest liczna, to:

L e I

1[1—/))2(),

jest warto$cig zmiennej losowej U ~ N(0; 1). W konsekwencji, jesli prawdziwa
jest hipoteza zerowa (5.124), to charakterystyka:

th s =——=+/N-2 (5.128)
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ma rozktad t-Studenta o n — 2 stopniach swobody. Zastosowanie testu u nie jest
tu mozliwe, albowiem wariancja wspétczynnika korelacji szacowana jest z pro-
by. Jesli hipoteza alternatywna ma posta¢ Ho: p,, # 0, to obszar krytyczny wyra-
za si¢ wzorem (5.51), natomiast reguly decyzyjne oparte sg na nierdéwnos$ciach
(5.54) i (5.55), przy czym r = n — 2. W przypadku testu jednostronnego reguty
decyzyjne oparte sg na nierownosciach (5.60) i (5.61). Jesli test jest lewostronny,
to obszar krytyczny ma postac¢ (5.56). Jesli natomiast test jest prawostronny, to
obszar krytyczny wyraza si¢ wzorem (5.58).

Przyklad 5.6

W tablicy 3.16 i na rys. 3.11 przedstawiono rezultaty badania wilgotnosci
piasku dwiema metodami, a mianowicie metoda suszarkowa oraz metoda prze-
mywania acetonem. Wyniki tych badan potraktujemy obecnie jako probke loso-
w3 (o liczno$ci n = 12) z nieskonczenie licznej, zdarzeniowej zbiorowosci gene-
ralnej, obejmujacej wszystkie mozliwe powtodrzenia doswiadczenia w ustalonych
warunkach. W przyktadzie 3.14 uzyskaliSmy r,, = 0,9947. Sprawdzimy obecnie
hipotez¢ zerowa Ho: p, = 0 wobec hipotezy alternatywnej Hi: g, > 0, na
poziomie istotno$ci « =0,01. Podstawiajgc wartosci do wzoru (5.128) otrzymu-
jemy:

;
th oo = ———=N-2= 09947 f10-3060- tioo-

1-r2 \/1-(0,9947)?

Z tablicy Il zamieszczonej w aneksie odczytujemy warto$¢ krytycznag tn,., =
= tio,0,00 = 2,764. Poniewaz ti > ti0.0,01, 0drzucamy hipoteze zerowa Ho: py =0
na korzy$¢ hipotezy alternatywnej Hi: gy > 0. Oznacza to, ze wspotzaleznosé
miedzy wynikami uzyskiwanymi obydwiema metodami nie zostata uksztattowa-
na dziataniem czynnikow losowych. B

Za pomocg sprawdzianu postaci (5.128) mozna tez zweryfikowac¢ istotnos¢
wspotczynnika korelacji dwuseryjnej (posx) W zbiorowosci generalnej (por.
punkt 3.3.2.2).

Oszacowania pgy uzyskuje si¢ za pomoca wzoru:

Y1 — Yo NNy
d-xy S \ n(n-1) (5.129)

w ktorym symbole y, i ¥

, maja takie samo znaczenie jak we wzorze (3.108),

S jest oszacowaniem odchylenia standardowego ciaglej zmiennej losowej Y,
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n jest liczebnoscia probki, natomiast symbole Ny i Ny oznaczaja licznosci pod-
zbiorow zer i jedynek w zbiorze realizacji zero-jedynkowej zmiennej losowej X,
przy czymng + ny =n.

Majac do dyspozycji warto$¢ Iy, mozna dokona¢ weryfikacji hipotez doty-
czacych pyy,. Podstawowe znaczenie ma hipoteza zerowa postaci (5.124), ktora
moze by¢ weryfikowana wobec hipotez alternatywnych postaci (5.125)—(5.127).
W rozwazanym przypadku sprawdzian (5.128) ma postac:

n-2

tn—2,0 = rd.xy >
V 1- r.d.xy

Obszar krytyczny dla warto$ci tej charakterystyki, a takze odpowiednie reguty
decyzyjne, sg takie same jak w przypadku weryfikacji hipotez dotyczacych
wspodtczynnika korelacji liniowej py.

(5.130)

Przyklad 5.7

W tablicy 3.17 przedstawiono wyniki badania o$miu ksztattek poliamido-
wych ze wzgledu na dwie zmienne losowe, z ktorych jedna (X) jest zmienng
zero-jedynkowa, natomiast druga (Y) zmienng ciggla.

Obecnie potraktujemy uzyskane wyniki jako zbior realizacji dwuwymiaro-
wej zmiennej losowej (X, Y) w probece losowej o licznosci n = 8 i dokonamy
weryfikacji istotno$ci wspolczynnika korelacji dwuseryjnej pyy, Formutujemy
hipoteze zerowa:

HO: pd.xy =0
oraz dwustronng hipotezg¢ alternatywna:
Hi: paxy # 0.

Wykorzystujac informacje z przyktadu 3.15 otrzymujemy:

1

n n 2
s= |—|>'y2 —%(Z yin =\/%[596,6667—%(68,97)2} =
i=1

n-1)i5

= \/% (596,6667-594,6076) =~ 0,5424 ~ 0,54.

Podstawiajgc te warto$¢, a takzen=8,no=4,n, =4, y, =9,08i y, = 8,16 do
wzoru (5.129), otrzymujemy:
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. _816-9,08 /4-4~_09107
d.xy 0,54 8.7 ’ '

Podstawiamy wartosci do wzoru (5.130):

t. ,,=-09107 Lz = -5,4003=t, .
' 1-(~0,9107) '

Przyjmujemy poziom istotnosci o = 0,05. Z zamieszczonej w aneksie tablicy 11
odczytujemy wartos¢ krytycznq tn—2;a]2 = t6;0'025 = 1,96 Poniewaz |t5'0| > t6;0'025,
zatem odrzucamy hipotezg zerowa Ho: pyxy = 0 na korzy$¢ hipotezy alternatyw-
nej Hi: puxy # 0. Zaobserwowana wspotzalezno$¢ migdzy zmiennymi losowymi
X i Y nie jest wigc przypadkowa. Merytoryczna interpretacja uzyskanej empi-
rycznie warto$ci Iy jest taka sama jak w przyktadzie 3.15.18

5.6. Weryfikacja niezaleznosci dwoch cech
za pomocg testu chi-kwadrat

Zatdzmy, ze zbiorowo$¢ generalna A badana jest ze wzgledu na dwie cechy
Bi, B2 € B, o nastgpujacych zbiorach rozroznialnych stanow: By = {by;; i =
=1, ..k} By = {bg]j 1) =1, ..., ko}, przy czym kq, k, > 2 (por. rozdziat 2). Za-
tozmy tez, ze nalezy rozstrzygnaé, czy cechy B; i B sa niezalezne.

W tym celu ze zbiorowosci generalnej A pobiera si¢ probke losowa A o licz-

nosci N. Kazdy element A € A poddaje si¢ badaniu ze wzgledu na B i B,. Rezul-

taty badania wygodnie jest zestawi¢ w postaci tzw. tablicy wielodzielczej (albo
tablicy kontyngencji), o wymiarach k; x k,. Tablica taka utatwia analize¢ materia-
hu doswiadczalnego.

Zwroémy uwage na najprostszy przypadek, gdy k; = k, = 2. Przyklad takiej
tablicy wielodzielczej o wymiarach 2 x 2 pokazano na rys. 5.5. W rezultacie do-
Swiadczenia uzyskuje si¢ pewien rozkfad skojarzen stanéw obu cech (by,, b/,,

b;yl, b;,z ), scharakteryzowany liczebnos$ciami Nyg, Nip, Ny i Nyp, UMieszczonymi
w gornej czeSci kazdej klatki tablicy przedstawionej na rys. 5.5. Zachodzg na-
stepujace zaleznosci:

N + N2 =Ny =n(by;), (5.131)
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Mgt + Nz =Nz =n(by,), (5.132)
Nip+Nyy=n; = n( b;,l)’ (5133)
Nz + Nz =N, =n(b; ,), (5.134)
Ny + Nz =n, (5.135)
niy+n.,=n. (5.136)
Weryfikacji poddaje si¢ hipoteze zerowa:
Ho: cechy B; i B; s niezalezne (5.137)
wobec hipotezy alternatywnej:
Hi: cechy By i B, sg zalezne. (5.138)
Cecha B,
stan b3 | stan b, >
]
1 2
o5 N1 M1z
g - R R Ny
@ | @ N N
g -
8 o_((::r No1 Noo
= o~ . ~ na,
w M1 Ny
3 n, n, n

Rys. 5.5. Tablica wielodzielcza 2 x 2

Zauwazmy, ze mamy tu do czynienia z hipotezami nieparametrycznymi,
albowiem dotyczg one postaci rozktadu, a nie parametréw tego rozktadu. Zaktada-
jac prawdziwo$¢ hipotezy zerowej wyznacza si¢ liczebnosci oczekiwane w po-
szczegolnych klatkach tablicy wielodzielczej. Stosuje si¢ nastepujacy algorytm:
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— prawdopodobienstwo przynaleznosci pojedynczego elementu A € A do
pierwszego wiersza tablicy wynosi:

n, ") (5.139)
n n ' '

— analogiczne prawdopodobienstwo dla pierwszej kolumny rozwazanej ta-

blicy wynosi:

n, _ ) (5.140)

Ny
n n

— jesli badane cechy B, i B; sg niezalezne, to prawdopodobienstwo skojarze-
nia si¢ stanu by, ze stanem b;; w pojedynczym elemencie A € A wynosi®:

n, n,_nG;) ns,)

n n n n

(5.141)

— tak wigc liczba elementow A € A, w ktorych nalezatoby oczekiwac takiego
skojarzenia, wynosi:

~ n],n,l nl.n.l
N, =N—=—=——=

(5.142)
) (b3, _ 1) n(o3,)

n2 n

11—

Analogicznie wyznacza si¢ liczebnosci oczekiwane A, , iy, i fiy,.

Oczekiwane liczebnosci skojarzen poszczegdlnych stanow cech B; i B, po-
dane sa w dolnych czesciach kolejnych klatek tablicy wielodzielczej, pokazanej
narys. 5.5. Zachodza nastgpujace zaleznosci:

iy + A, =ng = n(by,), (5.143)

fiyy + Ay =Nz =n(by,), (5.144)

% Przypomnijmy (zob. rozdziat 1), ze zdarzenia losowe A i B sa niezalezne, jesli P(AB) =
=P(A) - P(B).
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Ay + Ay =ng=n(b3)), (5.145)
Ay, + Ny =nz=n(b;,). (5.146)

Jesli prawdziwa jest hipoteza zerowa (5.137), to statystyka:

ki ky

o= ) (n” ) (5.147)

i=1 j=1 j

ma rozktad chi-kwadrat o r = (k; — 1)(k, — 1) stopniach swobody.

W szczego6lnym przypadku tablicy wielodzielczej 2 x 2 mamy jeden stopien
swobody, bowiem r = (k; — 1)(k, — 1) = (2 - 1)(2 - 1) = 1, a sumowaniu podlega-
ja cztery sktadniki postaci (n;; — i )2/ﬁij . Mamy mianowicie:

le,o _ (ny; — rA‘11)2 N (ny, — ﬁlz)z + (N, - ﬁ21) (nzz nzz) . (5.148)

Nyy Ny, Ny, Ay,

Obszar krytyczny dla wartosci statystyki (5.147) ma postac (5.89), a reguty de-
cyzyjne formutuje sie zgodnie z nierownosciami (5.90) i (5.91).

Przyklad 5.8

Parti¢ pewnego wyrobu o licznosci N = 100 sztuk poddano wyczerpujacym
badaniom, majagcym na celu wykrycie uszkodzen transportowych B; i B,.
Otrzymane wyniki przedstawiono w tablicy 5.2. Wyniki te pozwalaja przypusz-
czaé, ze obserwowane uszkodzenia B; i B, nie sg niezalezne. Zauwazmy bo-
wiem, ze na 40 uszkodzonych sztuk az w 25 przypadkach obydwa uszkodzenia
wystapity tacznie. Formutujemy hipotez¢ zerowa:

Ho: uszkodzenia transportowe B; i B, sa niezalezne
oraz hipotezg alternatywna:
H;: uszkodzenia transportowe B; i B, sg zalezne.

Poniewaz hipotezy te dotycza pewnych zjawisk — a nie konkretnych obiektow
(sztuk produktu), w ktorych te zjawiska zrealizowaly si¢ — zatem uzyskane wy-
niki badan potraktujemy jako probke losowa o licznosci n = 100 z nieskonczenie
licznej, zdarzeniowej zbiorowosci generalne;.
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Tablica 5.2
Wyniki badania uszkodzen transportowych
Uszkodzenie B,
jest nie ma Z
j
1 2
o |8 -~ 25 10 35
IS, —
gl
3| ~ 5 60 65
> 30 70 100
Zrédlo: opracowanie whasne.
Jesli prawdziwa jest hipoteza zerowa, to:
A, =—>. 30 q00-105,
100 100
~ 7
n, :3—5-—0-100:24,5,
100 100
=22 .39 100-195,
100 100
~ 7
N, :E-—0-100:45,5 .
100 100

Podstawiajac wartosci do wzoru (5.147) otrzymujemy:

,  (25-10,9)° .\ (10-24,5)2 s (5-19,5)2

—45.5)2
+(60 55)°

1.0 10,5

24,5
=20,024 +8,582+10,782+ 4,621 = 44,009.

19,5

45,5
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Przyjmujemy « = 0,01. Z zamieszczonej w aneksie tablicy Il odczytujemy war-
to$¢ 240 = 6,635. Poniewaz zachodzi nieréwno$¢ y:, > yi4,,, odrzucamy
wiegc hipotezg o niezalezno$ci uszkodzen transportowych.®

5.7. Weryfikacja zgodnosci rozkladu empirycznego
z rozkladem hipotetycznym za pomocg testu chi-kwadrat

Badanie zgodnosci rozktadu empirycznego z rozktadem hipotetycznym od-
bywa si¢ w dwoch etapach. Przede wszystkim nalezy dokona¢ wyboru klasy
rozkladu hipotetycznego. Jesli nie ma ku temu dostatecznie wyraznych przesta-
nek teoretycznych, to wyboru dokonuje si¢ biorgc pod uwage typ zmiennej
(skokowa, ciggta) oraz ksztatt histogramu (albo poligonu) rozktadu empiryczne-
go w prébie”. I tak, na przyktad, jesli zmienna jest ciggla i jednoczesnie histo-
gram szeregu rozdzielczego jest w przyblizeniu symetryczny i jednomodalny
(rys. 5.6 A), to przyjmujemy zwykle, ze obserwowana zmienna losowa ma roz-
ktad normalny. Jesli zmienna jest ciggla, a histogram szeregu rozdzielczego ma
ksztalt przedstawiony na rys. 5.6 B, to mozemy przypuszczaé, ze mamy do czy-
nienia z rozktadem wyktadniczym. W przypadku takiego samego ksztattu roz-
ktadu, lecz w odniesieniu do zmiennej dyskretnej, bedziemy postulowac¢ rozktad
Poissona (rys. 5.6 C). Dokonanie wyboru klasy rozktadu umozliwia sformuto-
wanie odpowiedniej hipotezy zerowej o braku roznic mi¢dzy rzeczywistg dys-
trybuantg badanej zmiennej a postulowang dystrybuantg o tych samych parame-
trach. Pozwala to przej$¢ do drugiego etapu postgpowania, a mianowicie do
weryfikacji hipotezy zerowej postaci:

Ho: F(X) e F, (5.149)

gdzie F(x) jest nieznang dystrybuantg obserwowanej zmiennej losowej, nato-
miast F oznacza postulowang klas¢ dystrybuant.
Hipoteze alternatywng formutuje si¢ nastepujgco:

Hi: F(X) ¢ F. (5.150)

* Zasady konstruowania szeregdw rozdzielczych, a takze ich graficznej prezentacji omowiono
w rozdziale 3.
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Rys. 5.6. Przyktady rozktadow empirycznych
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Sprawdzianem hipotezy zerowej (5.149) jest statystyka postaci:

K (f - 15)7 & () —npy)
aio=0——t—=>-1 1 (5.151)
N R
gdzie:
fi — liczba realizacji x; € X, spetniajacych warunek Xqj < X; < Xg; (W przy-

padku ciaglej zmiennej losowej X) albo warunek x; = X5 gdy X jest
dyskretng zmienng losowa,
f.— oczekiwana liczba realizacji x; € X, spetniajacych warunek Xqj < Xi < Xg

albo warunek x; = Xj, przy zatozeniu, ze hipoteza zerowa jest praw-

dziwa,
p; — prawdopodobienstwo zdarzenia losowego Xgj < X < Xg; albo zdarzenia
losowego X = Xj, przy zalozeniu, ze hipoteza zerowa jest prawdziwa,

przy czymps + ...+ pj+... +pc =1,

n — licznoé¢ probki, przy czym f; + ... + fj+ ... + fy =n,

k — liczba elementow w zbiorze wartosci X° albo liczba przedziatow kla-
sowych, na ktore ten zbior zostat rozciety.

Jesli hipoteza zerowa (5.149) jest prawdziwa, to statystyka (5.151) ma roz-
ktad chi-kwadrat o r = k — n, — 1 stopniach swobody, przy czym n, oznacza licz-
be parametréw funkcji rozktadu, ktore sg szacowane z proby.

Obszar krytyczny dla uzyskiwanych empirycznie wartosci statystyki (5.151)
ma posta¢ (5.89). Reguly decyzyjne oparte sa na nierdéwnosciach (5.90)
i (5.91).

Przyklad 5.9

Wykonano n = 76 suszarkowych oznaczen wilgotnosci pewnego gatunku ty-
toniu. Uzyskane wyniki zestawiono w postaci szeregu rozdzielczego, w kolum-
nach 2 i 3 tablicy 5.3. Rozktad licznoséci empirycznych w poszczegolnych prze-
dziatach klasowych pozwala przypuszczaé, ze mamy do czynienia z rozkladem
normalnym. Przemawia za tym ciagto$¢ zmiennej losowej, jednomodalno$¢ roz-
ktadu empirycznego, a takze jego symetria wzgledem warto$ci modalnej. For-
mutujemy wiec hipoteze zerowa:

Ho: F(X) € FN

oraz hipotezg alternatywna:
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Hi: F(X) ¢ Fy.

Symbol Fy oznacza tu klase dystrybuant normalnych, czyli zbidr wszystkich
mozliwych dystrybuant postaci:

\/12_ Te_;(:ﬂJZ dx.
oN2m °

F(x)=

Parametry x i o nalezy oszacowac z probki. Postepujac wedlug zasad omowio-
nych w rozdziale 4, otrzymujemy:

k
PRSP L Y

k
&:s:\/%ij(ij—in)zz %: 0,4607 =0,6787 .

Obliczenia pomocnicze zamieszczone sg w kolumnach 4-8 tablicy 5.3.
Celem dalszego postgpowania jest rozstrzygniecie, czy wyniki eksperymentu
wykazuja wystarczajaca zgodnos¢ z dystrybuantg:

1[ x-18, 65]
0,6787

F0- 6787\/_ I

W tym celu standaryzujemy gorne kresy (xq;) kolejnych przedziatow klasowych
(1 =1, ..., k = 6). Uzyskane warto$ci zestawione sg w kolumnie 9. Kres goérny
ostatniego przedziatu klasowego przesuwamy do nieskonczonosci (o). Odpo-
wiednie warto$ci dystrybuanty w punktach Xg; zawiera kolumna 10. Obliczamy

nastgpnie wartos$ci pj i f j » zestawione w kolumnach 11 i 12. Dalsze kolumny
(13-15) zawieraja obliczenia pomocnicze niezbedne dla wyznaczenia wartosci
;(fyo wedlug wzoru (5.151). Wartos¢ t¢ uzyskujemy sumujac kolumne 15. Licz-

ba stopni swobody wynosi r =k —n,—1=7 -2 -1 = 4. Poniewaz przedstawio-
ne powyzej postegpowaniec wymagato oszacowania z proby dwoch parametrow
(¢, 0), zatem n, = 2. Otrzymang warto$¢ ;(io = 0,693 nalezy poroéwna¢ z od-
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powiednig warto$cig krytyczna Xi,a‘ Przyjmujemy « = 0,05 i z tablicy Ill, za-
mieszczonej w aneksie, odczytujemy Xf;o,os = 9,488. Poniewaz zachodzi nie-

rownosc Xio < Xi;o,os , nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze obserwo-

wana zmienna losowa ma normalny rozktad prawdopodobienstwa.®

5.8. Weryfikacja hipotezy o losowosci wynikow doswiadczenia

Przypomnijmy (zob. rozdziat 2), ze do§wiadczenie mozna przedstawi¢ w po-
staci nastepujacego schematu:

A—> A-—> X,

w ktorym — analogicznie jak dotychczas — A jest zbiorowoscig generalna, A

oznacza probke, natomiast X, jest zbiorem realizacji obserwowanej zmiennej
losowej X. Zauwazmy, ze losowos¢ transformacji A — A nie implikuje losowe-

go charakteru realizacji migdzy kolejnymi wartosciami x; € X, albowiem zasto-
sowana metoda pomiaru — za pomocg ktorej realizowana jest transformacja
A — X, —moze generowac systematyczne zakldcenia. Z sytuacjg takg mamy do
czynienia — na przyktad — wowczas, gdy zastosowany przyrzad pomiarowy zbyt
wolno wraca do stanu rownowagi po kazdym powtorzeniu do§wiadczenia. Za-
ktocenia pojawiajace si¢ po pierwszym pomiarze przenoszg si¢ na dalsze powtd-
rzenia eksperymentu, a w konsekwencji realizacje miedzy kolejnymi warto$cia-
mi x; € X, przestaja by¢ losowe. Ow brak losowosci moze przejawiaé sie
dwojako. Moze to by¢ przede wszystkim trend polegajacy na tym, ze kolejne
wartos$ci X; sg przecigtnie coraz nizsze albo przecigtnie coraz wyzsze. Moze tez
wystgpi¢ zjawisko nadmiernej przemienno$ci uzyskiwanych wynikéw, na przy-
ktad o charakterze nielosowej oscylacji wokot pewnej nieznanej wartosci obser-
wowanej zmiennej losowe;j.
Weryfikacji poddaje si¢ hipoteze zerows:

Ho: kolejne wartosci X; € X, sg niezaleznymi realizacjami
zmiennej losowej X, (5.152)

wobec hipotezy alternatywnej:

H;: w zbiorze X, wystepuja wartosci X;, ktore nie sg
niezaleznymi realizacjami zmiennej losowej X. (5.153)
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Postgpowanie:

1. Na podstawie zbioru realizacji X, wyznacza si¢ mediang¢ Xy, wedlug
wzorow (4.22)—(4.24).

2. Zbior realizacji X, przeksztatca si¢ w ciag symboli a i b wedtug nastepu-
jacej reguty:

—jesli Xj < Xme n, to Warto$¢ X; zastepuje si¢ symbolem a,

— jesli natomiast X; > Xpen, t0 Warto$ci X; zastgpuje si¢ symbolem b.
Kazdy — nawet jednoelementowy — ciag jednakowych symboli nazywany jest
seria.

3. Liczbg liter a oznacza si¢ symbolem n,, natomiast liczbg¢ liter b symbo-
lem ny. Liczbg serii oznacza si¢ symbolami kn » . Jest to realizacja zmiennej

losowej Kn,n, © rozkladzie zaleznym od n, i ny.

4. Ustala si¢ poziom istotno$ci @, a nastgpnie z zamieszczonej w aneksie ta-
blicy VI odczytuje sie krytyczne wartosci liczby serii kna’”b;alz i Kn_ni1-ar2. Jesli
prawdziwa jest hipoteza zerowa (5.152), to:

(2

P(kn_n, < Kn_na2) = > (5.154)
P(Knyny < Kngrga ) = 1= 7. (5.155)

5. Jesli zachodzi nieréwno$¢:
Kn_npia2 < Knng < Kn_noot - a2y (5.156)

to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej (5.152).

Jesli natomiast
k”a*nb < kna,nb;adz (5.157)
albo

Knn, > Kn_npt - a2 (5.158)

to hipoteze zerowa (5.152) odrzuca si¢ na korzy$¢ hipotezy alternatywnej
(5.153).
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Przyklad 5.10

Wykonano n = 12 pomiaréw twardo$ci ptytki poliamidowej uzyskanej me-
todg odlewania ci$nieniowego. Pomiary wykonano metodg Brinella i otrzymano
wyniki przedstawione w kolumnie 2 tablicy 5.4. W celu wyznaczenia mediany
porzadkujemy zbior X, za pomoca relacji ,,<” I otrzymujemy:

7,961, 8,042; 8,208; 8,425; 8,701; 8,787,
8,797, 8,895; 8,945; 9,047, 9,257, 9,366.

Tablica 5.4

Wyniki pomiaréw twardos$ci ptytki poliamidowej otrzymanej metoda
odlewania ci$nieniowego

QO
o
(72}
@
=
@

X

2
9,366
8,208
8,895
8,787
8,042
9,257
8,425
8,701
9,047
8,945
8,797
12 7,961

© 00 N OO O B W N PP =

[EnY
o

=
[N
QO T T T Q9 9 T 9 9 T Q9 T |w|*T
(6]

Zrodto: badania wlasne.

Mediang wyznaczamy wedtug wzoru (4.23):

X X
(g) ’ (g+l] Xy T X7y  8,787+8,797
Xme,n = 2 = 2 =

=8,792.

Wykorzystujgc te wartos¢ zakodowano realizacje X; € X, za pomocg symboli
aib (zob. kolumna 3). Mamy n, = n, = 6. W kolumnie 4 zaznaczono numery
kolejnych serii. Otrzymalismy Kgg = 8. Z zamieszczonej w aneksie tablicy VI/1
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odczytujemy wartosci krytyczne dla « = 0,05. Mamy mianowicie: Kgg.0,025 = 3,
k616;0’g75 = 10. Poniewaz k6’5;0’025 <8< k6,6;0,9751 nie ma pOdStaW do odrzucenia hi-
potezy zerowej gloszacej, ze relacje migdzy kolejnymi realizacjami X; € X,
zostaly uksztaltowane tylko przez czynniki losowe funkcjonujace w doswiad-
czeniu.®

5.9. Sekwencyjne metody weryfikacji hipotez statystycznych

5.9.1. Ogolne zasady funkcjonowania testéw sekwencyjnych

We wszystkich omowionych testach licznos¢ probki (n) jest ustalona i nie
podlega modyfikacjom w procesie weryfikacji danej hipotezy zerowej. Ma to ten
skutek, ze w pewnych sytuacjach ustalona liczno$¢ probki moze okazaé si¢ za
duza dla odrdznienia hipotezy prawdziwej od hipotezy fatszywej, przy zadanej
warto$ci @ 1 w postulowanym zakresie wartosci £. W innych natomiast przypad-
kach liczno$¢ probki moze okaza¢ si¢ za mala i moze nie gwarantowac utrzyma-
nia # w pozadanym zakresie wartosci (zob. rys. 5.3). W testach sekwencyjnych
warto$ci « I f zadawane sa a priori, a licznos¢ probki jest warto$cig wynikows.
Podstawa tych testow jest nastepujaca nierdwnose:

rr[f(xi; H,)
L <K, =42 J=F. =12, .. (5.159)

-« roo
[17(qH)
i=1

gdzie:
f(xi; Ho) — prawdopodobienstwo zdarzenia losowego X = x;, gdy prawdziwa
jest hipoteza Hy,
f(xi;; Hy)) — prawdopodobienstwo zdarzenia losowego X = x;, gdy prawdziwa
jest hipoteza H;,

1-a - prawdopodobienstwo przyjecia hipotezy Hy, gdy jest ona praw-
dziwa,

a — prawdopodobienstwo przyjecia hipotezy H;, gdy prawdziwa jest
hipoteza H,

1-/4 - prawdopodobienstwo przyjecia hipotezy Hi, gdy jest ona praw-
dziwa,

p — prawdopodobienstwo przyjecia hipotezy Hy, gdy prawdziwa jest

hipoteza H;.
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Nieréwnos¢ (5.159) wyraza warunek przedtuzenia sekwencji (kontynuowa-
nia badan). Je$li warunek ten jest spetniony w danym kroku badania (i), to
przechodzi si¢ do nastgpnego kroku (i, + 1), generujac kolejne realizacje obser-
wowanej zmiennej losowej X.

Jesli w kolejnym kroku postepowania zostanie spetniona nierownosc:

K, < 1/3 | (5.160)
i -

to przyjmuje si¢ hipoteze Hy, a prawdopodobienstwo zdarzenia losowego pole-
gajacego na tym, ze w rzeczywistosci prawdziwa jest hipoteza Hj, nie przekra-
cza wartosci . Jesli natomiast:

K >/ , (5.161)

to przyjmuje si¢ hipoteze H;, a prawdopodobienstwo zdarzenia losowego pole-
gajacego na tym, ze w rzeczywistosci prawdziwa jest hipoteza Hy, nie przekra-
cza warto$ci a. Spelnienie warunku (5.160) albo (5.161) oznacza zakonczenie
sekwencji badan, a wynikowa liczno$¢ probki wynosi

i
n=>m, (5.162)

i=1

gdzie m; jest licznoscig probki czastkowej, badanej w i-tym kroku badania.

Testy sekwencyjne konstruowane sg zwykle w ten sposob, ze:
/Am =m, (5.163)
I

przy czym najbardziej racjonalna jest taka procedura, w ktérej m = 1. Mamy
wowczas i, = n.

5.9.2. Weryfikacja hipotez dotyczacych wartosci oczekiwanej
normalnej zmiennej losowej

Niech X bedzie zmienng losowa o nieznanej wartosci oczekiwanej u oraz
0 znanym odchyleniu standardowym o. Zwro¢my uwage na przypadek, gdy we-
ryfikacji poddawana jest hipoteza zerowa (5.18) postaci Hy: x = 1o wobec hipo-
tezy alternatywnej:

Hi: o= pa, (5.164)
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przy czym gy > . Zauwazmy, ze hipoteza (5.164) jest szczegdlowa postacia
hipotezy (5.12). Jest ona rownowazna sformutowanej wezesniej hipotezie (5.43).

Zatézmy, ze w kolejnych krokach postepowania sekwencyjnego generowane
sa pojedyncze realizacje (X;) zmiennej losowej X, a obserwowana charakterysty-
ka z probki skumulowanej o licznosci n = i, ma postaé:

n
Zy=>.%; n=i=1,2,.. (5.165)

Wykorzystujac przyjete zatozenia, nierownosc (5.159) zapiszemy nastepujgco:

H f(xi: 1)
i=I

—< A5 (5.166)

Hf(xuv:“o

Po podstawieniu funkcji gestosci prawdopodobienstwa rozkltadu normalnego
mamy:

_ -
n X: —
I1 1_exp —1[ ! MJ
p <i=1627r = A :<1_ﬁ
l-a n 2 a
X__
I ! exp —1[ ' ﬂOJ
i1 o271 AN

lﬁa <exp{2;2 (Z(Xi —Hg)? = 2 (x; _ﬂl)zJ:l < %-

- i=1 i=1
Po zlogarytmowaniu i dalszych przeksztatceniach otrzymujemy:
-p

+
+ n<z, < o HoTH (5.167)
M=Ky 2 = Ho 2

Jest to warunek kontynuowania badan (przedtuzania sekwencji), w przypad-
ku gdy obserwowana charakterystyka z proby skumulowanej ma postac (5.165).
Jak tatwo zauwazy¢, warunek ten mozna zapisac nastepujaco:
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a+cen=z, <z,< z]=b+cn, (5.168)
przy czym
2
a=—% b (5.169)
=ty 1-a
2 —
b= nl=f. (5.170)
m-py o
CJOT“‘I. (5.171)

Jesli w kolejnym kroku postgpowania charakterystyka z, spetni nierdwnos¢:
<z =a+cn, (5.172)

to przerywa si¢ kumulacj¢ wartosci X; W postaci sumy (5.165) i przyjmuje si¢
hipotezg zerowa Ho: 1 = 1. Jesli natomiast zostanie spetniona nierownos$¢:

>z =b+cn, (5.173)

to rowniez przerywa si¢ kumulacj¢ wartosci x; generowanych w kolejnych kro-
kach postgpowania i przyjmuje si¢ hipoteze alternatywna Hi: u = 4.

Przedstawiona procedura moze by¢ rowniez realizowana w formie algoryt-
mu graficznego. Stosowany w takich przypadkach diagram przegladowy przed-
stawiono na rys. 5.7. Na rysunku tym pokazano schematycznie dwie sekwencje
obserwacji. Sekwencja I ma postac:

Z7 =X

Iry=X1+ X =721+ X

I3= X1+ Xo+ X3 =17 + X3

2 =X1+Xo+ Xg+ Xy =23+ Xy

i zakonczona jest przyjeciem hipotezy Hi: u = 14. Sekwencja Il, zrealizowana
w kolejnych 7 krokach, zakonczona jest przyjeciem hipotezy Ho: 14 = 1.



261

A
Z; Z
r " Przyja¢ H,
zy=b+cn
I
Badac dalej
' zZy=a+cn
1
S
d | . g
.:_?___.? o0 Przyjaé¢ H,
e T
i i i j i i i
t T T T T T T T T T |[\1 >
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 inn

Rys. 5.7. Funkcjonowanie sekwencyjnej procedury weryfikacji hipotez statystycznych

Omowiony powyzej sekwencyjny test ilorazowy jest testem prawostronnym.

W analogiczny sposob mozna skonstruowacé test lewostronny, stuzacy do wery-
fikacji hipotezy zerowej Ho: 1 = 14 wobec hipotezy alternatywnej:

H_l: M= L (5174)

takiej, ze 14 < to; zob. wzor (5.13).

Laczac obydwa te schematy otrzymujemy test dwustronny, w ktérym hipo-
teza zerowa Ho: 1 = 1 jest weryfikowana wobec dwoch hipotez alternatywnych,
amianowicie Hy: p= g4 i Hog: 1= g1y, przy czym gy < o < a1

5.9.3. Weryfikacja hipotez dotyczacych odchylenia standardowego
normalnej zmiennej losowej

Niech X bedzie normalng zmienng losowa o znanej wartosci oczekiwanej ()

i nieznanym odchyleniu standardowym o. Zwr6¢my uwage na przypadek, gdy
weryfikacji podlega hipoteza zerowa:

Ho: o= 0Oy (5175)
wobec hipotezy alternatywnej:

Hl: o= 01, (5176)
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przy czym o1 > op. Zauwazmy, ze hipoteza (5.175) jest szczegdlowa postacig
hipotezy (5.1) i Ze jest ona rownowazna sformutowanej wczesniej hipotezie
(5.73). Hipoteza (5.176) jest szczegotowa postacig hipotezy (5.12).

Zatozmy — analogicznie jak w punkcie 5.9.2 — ze w kolejnych krokach po-
stgpowania sekwencyjnego pobierane sa probki o licznosci m = 1. W konse-
kwencji mamy i, = n. Nierownos¢ (5.165) zapiszemy obecnie nastepujaco:

lﬂlf(xi;al)
f_ =5 (5.177)

l-a [ o
H f (X5 00)
i=l1

Po podstawieniu funkcji gestosci prawdopodobienstwa rozkladu normalnego
mamy:

-4

Nierownos¢ t¢ przeksztalcimy w taki sposob, by jako charakterystyke z proby
skumulowanej mozna byto przyjaé:

n
Z,=>.(x-@?; k=n=12 .. (5.178)
i=1

W rezultacie tych przeksztatcen otrzymujemy:

2 2 n
_ 1—
Ini<nlna—0+%{(71 GOJZ(Xi—#)ZdnTﬁ_

— 2 2
l-a 04 0yp01 Ji=1

Warunek kontynuowania badan (przedtuzania sekwencji) mozna wiec przed-
stawi¢ w postaci (5.168), przy czym:

2 22
i n?_ (5.179)
oy —o; l-a
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2 2
_ 2050 Inl—ﬂ

b , (5.180)
R S
2 2.2

c=—20% 5% (5.181)

2 2

Decyzje o przyjeciu hipotezy Ho: o= o albo hipotezy H;: o= o1 podejmo-
wane sg zgodnie z nierdéwnosciami (5.172) i (5.173). Jesli procedura realizowana
jest w formie algorytmu graficznego, to diagram przegladowy ma posta¢ poka-
zang na rys. 5.10. W tescie lewostronnym hipoteza zerowa Hy: o = oy weryfiko-
wana jest wobec hipotezy alternatywne;j:

H_l: o= 0., (5182)

przy czym op > o3.

Hipoteza (5.182) jest szczegdtowg postaciag hipotezy (5.13). W te$cie dwu-
stronnym mamy: Hy: o= oy, Hi: 0= o1, H.yl 0= o, przy czym o4 < oy < 01.
Zasady konstruowania testu lewostronnego sg takie same jak w przypadku
omoOwionego powyzej testu prawostronnego. Test dwustronny jest ztozeniem
testu lewostronnego i prawostronnego.

5.9.4. Weryfikacja hipotez dotyczacych wskaznika struktury

Niech X oznacza zero-jedynkowa zmienng losowa o nieznanym parametrze p.
Rozwazmy problem weryfikacji hipotezy zerowej (5.110) postaci Hy: p = po wWo-
bec hipotezy alternatywnej:

Hi:p=ps, (5.183)

przy czym py > Po.

Do weryfikacji hipotezy Hq: p = po wykorzystamy charakterystyke (5.165).
Poniewaz w rozwazanym przypadku realizacje X; sg zerami albo jedynkami, za-
tem warto$ci Z, oznaczajg liczbg jedynek w n-elementowym stowie binarnym,
jakim jest — w kazdym kroku postepowania sekwencyjnego — zbior X,. Przypo-
mnijmy (zob. przyktad 5.4), ze w statystycznej kontroli jako$ci wartos¢ ,,17
przypisuje si¢ elementowi wadliwemu, natomiast wartos¢ ,,0” elementowi spetl-
niajgcemu wymagania jako$ciowe. W takiej sytuacji z, jest liczbg elementow
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wadliwych w n-elementowej, skumulowanej probce. Nierdéwnos¢ (5.159) zapi-
szemy nastgpujaco:

f[ P (- p)""
p_ i A28 (5.184)

—a L X 1-x:
[1po =pg) ™™
i=1

1

Po niezbgdnych przeksztatceniach mamy:

z, 1 n-z,
AN AT}
l-a Py 1-p, o

B P Pi - Py

1- 1 1-
n—-«<z,In—+nI"——--7, In——< In—’B,

l1-a Po 1-p, 1-p, o

1- - _ 1-
Ini+nlnﬁ<zn(lnﬁ—ln pl]<In1 A
1-a 1-p, Py  1-p, o 1-p,

W dalszych przeksztatceniach nalezy uwzglednic to, ze:

&>In—1_ Py

In :
Po 1-p,
poniewaz p; > Po.
Tak wigc zapisujgc warunek kontynuowania badan (przedluzania sekwencji)
w postaci nierdwnosci (5.168), mamy:
In lﬁ
—a
a=———"r, (5.185)
in P1=Po)

Po(1-py)
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|nﬂ
b=— &% 5.186
o p; (1-py) ( )
Po(1=py)
Inl_po
l—p1
c=—— 5.187
P, (1-py) ( )
Po(1—py)

Decyzje o przyjeciu hipotezy Ho: p = po albo hipotezy H;: p = p, podejmowane
sg zgodnie z nierdwnosciami (5.172) i (5.173).

Omowiony powyzej test prawostronny ma podstawowe znaczenie w staty-
stycznej kontroli jakosci, gdzie po traktuje si¢ jako najwyzsza dopuszczalng wa-
dliwos¢ strumienia albo partii wyrobu, natomiast p; jako najnizszg dyskwalifiku-
jaca wadliwos¢. W tescie lewostronnym weryfikacji poddaje si¢ hipoteze
Ho: p = po Wobec hipotezy alternatywnej H_i: p = p_y, przy czym po > p_;. Test
dwustronny — analogicznie jak poprzednio — jest ztozeniem testu lewostronnego
i prawostronnego. W przypadku tego testu mamy: Ho: p = po; Hi: p = pu;
H_;: p = p_g; przy czym p_; < po < p1.

5.9.5. Weryfikacja hipotez dotyczacych parametru
rozkladu Poissona

Niech X bedzie zmienng losowa o rozktadzie Poissona z nieznanym parame-
trem A. Zwro¢my uwage na przypadek, gdy w odniesieniu do tego parametru
formutowana jest hipoteza zerowa:

Ho: A= Ao (5.188)
wobec hipotezy alternatywnej:
H]_: A= ﬂ,l, (5189)

przy czym A, > Ay. Zauwazmy, ze hipoteza zerowa (5.188) jest szczegdélowa po-
stacig hipotezy (5.1), natomiast hipoteza alternatywna (5.189) jest szczegotowa
postacia hipotezy (5.12).
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Zatozmy — analogicznie jak poprzednio — ze w kolejnych krokach postepo-
wania sekwencyjnego pobierane sg probki o licznosci m = 1. W konsekwencji
mamy i, = n. Nierownos¢ (5.159) zapiszemy nast¢pujaco:

n %
HL
p = %! <1_ﬁ. (5.190)

l—a  n % a

Hioefio

»
4

Po wykonaniu mnozenia mamy:

Xl x! -5 (5.191)

Wyrazenie to przeksztalcimy w taki sposob, by obserwowana charakterystyka
z proby miata posta¢ sumy (5.165), w ktorej realizacje (X;) moga przyjmowac
wartosci 0, 1, 2, ... Przeksztatcajac wzor (5.191) otrzymujemy:

M=

X
! en(lo_ll) <ﬂ ,

B[ A
-« A o

B A 1-8
In—/——-(4, — A )n<In— X <In——=—(4, — A, )n.
[y Vo N <inzidx <2 (g =)

S . A . .,
Poniewaz A; > Ay, wigc In 71> 0. Mozemy zatem napisac:
0

A=A n A=A
1;a+1ion<zxi< ,? +1/10
In-L  InZL i=1 In -1 In =L

A 4 g A
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Otrzymalismy wiec — analogicznie jak poprzednio — wyrazenie postaci (5.168),
w ktérym:

.

a=— l-a (5.192)
InZ, =In4,

In

1=/
b=——%—, (5.193)
In4, —In4,
4 =2y

C=rr—. (5.194)
In4, —In4,

Powigkszenie probki (o jeden element w kazdym kroku) trwa tak dtugo, jak
dhugo speliona jest nierownosc¢ (5.168). Decyzje o przyjeciu hipotezy Hy: 4 = Ao
albo hipotezy H;: 4 = 4; podejmowane sg zgodnie z nieréwno$ciami (5.172)
i (5.173). Jesli procedura realizowana jest w formie algorytmu graficznego, to
diagram przegladowy ma posta¢ pokazang na rys. 5.7.

W tescie lewostronnym hipoteza zerowa (5.188) weryfikowana jest wobec
hipotezy alternatywnej:

H—l: A= ﬂ,_]_, (5195)

przy czym A_; < Ao. Zasady konstruowania testu lewostronnego sa takie same jak
w przypadku oméwionego powyzej testu prawostronnego. Laczac obydwa testy
jednostronne otrzymujemy test dwustronny, w ktérym hipoteza zerowa
Ho: A = Ao weryfikowana jest wobec dwdch hipotez alternatywnych, a mianowi-
cie Hi: A= 14 i H.i: A= A4, przy czym Aq < ﬂ.{) < A.

W statystycznej kontroli jakosci podstawowe znaczenie ma test prawostronny.
Test ten wykorzystywany jest do kontroli liczby wad w jednostce produktu, ktéra
moze by¢ najczgsciej traktowana jako zmienna losowa w rozktadzie Poissona.
W takiej sytuacji parametr A reprezentuje przecietny, rzeczywisty poziom wad
w jednostce produktu. Warto$¢ Ay oznacza najwyzszy dopuszczalny poziom
wad, natomiast A; jest najnizszym dyskwalifikujacym poziomem wad. Wartosci
Ao i A1 ustalane sg na podstawie przestanek pozastatystycznych.



Rozdzial 6

ANALIZA SZEREGOW CZASOWYCH

6.1. Wprowadzenie

Szeregiem czasowym (dynamicznym, rozwojowym, chronologicznym) na-
zywamy uporzadkowany ze wzgledu na kryterium czasu cigg wynikow obser-
wacji (t, yy), w ktorym t oznacza numer kolejnej jednostki czasu (okresu,
momentu), y; — wynik obserwacji w czasiet=1, 2, ...

Szereg czasowy przedstawia si¢ wigc nastepujaco:

t 1 2 3 4
Yt Y1 Y2 Y3 Ya

Zadaniem analizy szeregdw czasowych jest — przede wszystkim — okreslanie
zmian zachodzgcych w poziomie badanego procesu, czyli wyznaczanie tendencji
rozwojowej oraz wyodrgbnianie wahan cyklicznych i sezonowych.

Przyklad 6.1

W tablicy 6.1 przedstawiono rozwdj zatrudnienia kobiet w USA w latach
1949-1982. Jak wynika z tablicy, w roku 1949 bylo zatrudnionych 18 min 30
tys. kobiet, natomiast w roku 1982 zatrudnienie to wzrosto do 47 min 95 tys.
0s6b. Na podstawie danych z tablicy 6.1 sporzadzono wykres pokazany na rys.
6.1. Analiza wykresu pozwala oceni¢ tendencj¢ rozwojowa obserwowanego
zjawiska. Jak fatwo zauwazy¢, jest to wyrazna tendencja wzrostowa, z lekko za-
znaczonym odchyleniem od liniowo$ci w drugiej polowie obserwowanego prze-
dziatu czasu. Do problemu tego powrdcimy w punkcie 6.4.2.[1
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Tablica 6.1
Liczba kobiet zatrudnionych w USA
t Rok Zatrudnienie (w tys.) ¢ Rok Zatrudnienie (w tys.)
Yt Yt
1 1949 18030 18 1966 26820
2 1950 18680 19 1967 27545
3 1951 19309 20 1968 28778
4 1952 19559 21 1969 29898
5 1953 19668 22 1970 31233
6 1954 19970 23 1971 31778
7 1955 20842 24 1972 33152
8 1956 21808 25 1973 34195
9 1957 22097 26 1974 35708
10 1958 22482 27 1975 36981
11 1959 22865 28 1976 38399
12 1960 23619 29 1977 40053
13 1961 24199 30 1978 41747
14 1962 23978 31 1979 43844
15 1963 24675 32 1980 44934
16 1964 25399 33 1981 46415
17 1965 25952 34 1982 47095

Zrédlo: Abstract of US Statistics, 1946—1982.

Liczba kobiet zatrudnionych w USA (w tys.)

5158/(; ﬁ
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3

Rys. 6.1. Rozwdj zatrudnienia kobiet w USA
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6.2. Wskaznikowa analiza szeregéw czasowych

Podstawowymi narzedziami stosowanymi w procesie analizy szeregéw cza-
sowych sg wskazniki. Jesli badane zjawisko opisywane jest ze wzgledu na jedno
kryterium, to do analizy szeregu czasowego wykorzystuje si¢ tzw. wskazniki
indywidualne. Jesli natomiast mamy do czynienia z wielokryterialnym opisem
badanego zjawiska, to do analizy takiego szeregu czasowego stosowane sg
wskazniki agregatowe (zespotowe).

6.2.1. Wskazniki indywidualne

Najprostszymi narz¢dziami analitycznymi zaliczanymi do wskaznikow in-
dywidualnych sg tzw. przyrosty absolutne. Wyrdznia sie przy tym przyrosty jed-
nopodstawowe i przyrosty zmiennopodstawowe. Jednopodstawowy przyrost ab-
solutny dany jest wzorem:

Ay, = Yo = Y, » (6.1)

w ktérym y; oznacza poziom obserwowanego zjawiska w okresie badanym (t),
natomiast y; jest poziomem tego samego zjawiska w okresie bazowym (ty),
stanowigcym punkt odniesienia.

Zmiennopodstawowy przyrost absolutny definiowany jest nastepujgco:

Atk =Y = Yiok » (6.2)

gdzie y.y oOznacza poziom analizowanego zjawiska w okresie o k jednostek
weczesniejszym (t — K) w stosunku do okresu badanego (t), przy czymk =1, 2, ....

Przyjmujac k = 1, uzyskujemy szczegdlng i w praktyce najwazniejszg postac
zmiennopodstawowego przyrostu absolutnego, a mianowicie tzw. absolutny
przyrost tancuchowy:

Atricr =Y = Yea s (6.2a)

za pomoca ktorego poréwnuje si¢ aktualny stan badanego zjawiska ze stanem
0 jeden okres wczesniejszym.

Przyrosty absolutne, zaréwno jednopodstawowe jak i zmiennopodstawowe,
mogg by¢ dodatnie, ujemne lub zerowe. Sa to wielkosci mianowane, wyrazone
w tych samych jednostkach miary, w ktorych wyrazany jest poziom obserwowa-
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nego zjawiska. Uniemozliwia to stosowanie tych przyrostoéw w analizie porow-
nawczej zjawisk, ktorych natezenie wyrazane jest w roznych jednostkach miary.

W celu uniknigcia skutkéw tego ograniczenia mozna postuzy¢ si¢ przyro-
stami wzglednymi, ktore sa wielkosciami niemianowanymi. Jednopodstawowy
przyrost wzgledny zdefiniowany jest wzorem:

Yo=Yy A
S, = =—0 (6.3)
i, i,
Zmiennopodstawowy przyrost wzgledny ma postaé¢ nastepujaca:
-V A _
Stk = h o Sk (6.4)

Yi-k Y-k

Przyjmujac — analogicznie jak poprzednio — k = 1 otrzymujemy tancuchowy
przyrost wzgledny:

Otjra = "=V _ A : (6.4a)

t-1 Y
Osobng grupe wskaznikéw indywidualnych stanowig indeksy dynamiki, kto-
re — analogicznie jak oméwione powyzej przyrosty — moga by¢ jednopodstawo-
we i zmiennopodstawowe. Jednopodstawowy wskaznik (indeks) dynamiki zde-
finiowany jest nastepujacym wzorem:

yt
Ve =—. (6.5)
t/t, y

t,

Indeks zmiennopodstawowy przedstawia si¢ nastepujaco:

Vtit—k ZL- (6.6)
Y-k

Jesli przyjmiemy k = 1, to otrzymamy tancuchowy wskaznik (indeks) dynamiki:

Vo= (6.6a)
Yia

Jak tatwo zauwazy¢, migdzy przyrostami wzglednymi i wskaznikami dynamiki
zachodza nastepujace zwigzki:
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5t/tb :—y ="n, -1, (6.7)
t,
S/t =N ek ; Yoo Yok — 1, (6.8)
t—k
Ot/ =N Ytiia — 1 (6.8a)
t1

Podczas wskaznikowej analizy szeregu czasowego pojawia si¢ niekiedy po-
trzeba oceny $redniego tempa zmian poziomu obserwowanego zjawiska. W ta-
kiej sytuacji znajduje zastosowanie $rednia geometryczna tancuchowych indek-
sow dynamiki. O problemie tym wspomniano juz w rozdziale 3. W punkcie
3.2.2.4 podano przyktad 3.7, w ktérym rozwazany jest sze$cioelementowy sze-
reg czasowy (t =1, 2, ..., 6). Daje to podstawe do obliczenia pigciu (6 — 1 = 5)
kolejnych wartosci tancuchowego wskaznika (indeksu) dynamiki zdefiniowane-
go wzorem (6.6a). Srednig warto$¢ tego wskaznika obliczamy wedtug wzoru:

9,,., = %/72/1 V3127413 V514" V605 s

w ktérym oznacza $rednig geometryczng tancuchowego wskaznika dyna-
ymg, qg ryczng g

miki; zob. wzor (3.49).
Wykorzystujac wzor (6.6a) powyzsze wyrazenie mozna zapisa¢ nastepujaco:

:i/ﬁ.ﬁ.ﬁ.ﬁ.ﬁzsﬁ.
Yi Y2 Y3 Y4 ¥s Y1

Koncowa posta¢ tego wyrazenia jest szczegdlnym przypadkiem ogodlnego

WZOru.
g, =" i/ h (6.9)
Y1

w ktorym t, oznacza numer ostatniego elementu badanego szeregu czasowego.
Wykorzystujac wzor (6.8a) mozna obliczy¢ $rednig warto§¢ tancuchowego
wskaznika przyrostu wzglednego:
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95,, =9, L (6.10)

t/t-1

Uzyskany wynik mozna wyrazi¢ w procentach:

Os

. =100-g, —100=100-(g, —1) [%]. (6.11)
W procentach mozna tez oczywiscie wyraza¢ przyrosty wzgledne 1 wskazniki
dynamiki.

Przyklad 6.2

Liczbe abonentoéw telefonii przewodowe]j przypadajacag na 1000 mieszkan-
cow przedstawia tablica 6.2. Na podstawie tych danych obliczono przyrosty ab-
solutny i wzgledny, indeksy indywidualne oraz $rednie roczne tempo przyrostu
liczby abonentdéw (tablica 6.3).

Tablica 6.2
Abonenci telefonii przewodowej na 1000 mieszkancow
t Rok Abonenci t Rok Abonenci
Yt Yt
1 1970 32,8 14 1983 60,3
2 1971 344 15 1984 63,4
3 1972 36,2 16 1985 66,4
4 1973 38,2 17 1986 69,9
5 1974 40,5 18 1987 73,5
6 1975 42,9 19 1988 78,2
7 1976 45,4 20 1989 82,1
8 1977 47,9 21 1990 86,2
9 1978 50,2 22 1991 93,1
10 1979 52,3 23 1992 102,5
11 1980 54,4 24 1993 114,7
12 1981 56,7 25 1994 129,8
13 1982 57,9

Zrodto: Rocznik Statystyczny GUS, 1975, 1985, 1995.
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Obliczenia pomocnicze do przyktadu 6.2

Tablica 6.3

Przyrost absolutny Przyrost wzgledny Indeksy indywidualne
t Rok jedno- faficu- jedno- fancu- jedno- fancu-
podstawowy | chowy | podstawowy | chowy | podstawowe | chowe
1 1970 - - - - 100,00 -
2 1971 1,6 1,6 4,88 4,88 104,88 104,88
3 1972 3,4 1,8 10,37 5,23 110,37 105,23
4 1973 5,4 2,0 16,46 5,52 116,46 105,52
5 1974 7,7 2,3 23,48 6,02 123,48 106,02
6 1975 10,1 2,4 30,76 5,93 130,79 105,93
7 1976 12,6 2,5 38,41 5,83 138,41 105,83
8 1977 15,1 2,5 46,04 5,51 146,04 105,51
9 1978 17,4 2,3 53,05 4,80 153,05 104,80
10 1979 19,5 2,1 59,45 4,18 159,45 104,18
11 1980 21,6 2,1 65,85 4,02 165,85 104,02
12 1981 23,9 2,3 72,87 4,23 172,87 104,23
13 1982 251 1,2 76,52 2,12 176,52 102,12
14 1983 27,5 2,4 83,84 4,15 183,84 104,15
15 1984 30,6 31 93,29 5,14 193,29 105,14
16 1985 33,6 3,0 102,44 4,73 202,44 104,73
17 1986 37,1 3,5 113,11 5,27 213,11 105,27
18 1987 40,7 3,6 124,09 5,15 224,09 105,15
19 1988 454 47 138,41 6,39 238,41 106,39
20 1989 49,3 39 150,30 4,99 250,30 104,99
21 1990 53,4 4,1 162,80 4,99 262,80 104,99
22 1991 60,3 6,9 183,84 8,00 283,84 108,00
23 1992 69,7 9,4 212,50 10,10 312,50 110,10
24 1993 81,9 12,2 249,70 11,90 349,70 111,90
25 1994 97,0 15,1 295,73 13,16 395,73 113,16

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Srednie roczne tempo przyrostu wyrazone w procentach wynosi & = 5,90%.
Zgodnie ze wzorem (6.10) odpowiada to wartosci o = 0,059.1
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6.2.2. Wskazniki agregatowe

Wsréd agregatowych wskaznikow dynamiki wyrdznia sig:

— agregatowy indeks wartosci,

— agregatowy indeks masy towarowe;j (ilosci),

— agregatowy indeks cen.

Agregatowy indeks wartosci (l,,) definiuje si¢ jako stosunek sumy warto$ci
okreslonego zespotu dobr w okresie badanym do sumy wartosci tych samych
débr w okresie podstawowym:

“Pri
I =

w

,i=1,.,N (6.12)

N
2%
N
Zqo. Po.

gdzie:
0o — ilo$¢ dobra i w okresie podstawowym,
ui —1ilo$¢ dobra i w okresie badanym,
Poi — Cena dobra i w okresie podstawowym,
p1i — cena dobra i w okresie badanym.

Agregatowy indeks wartosci (l,) informuje, o ile wzrosta lub zmalata war-
tos¢ pewnego agregatu dobr w okresie badanym w stosunku do okresu podsta-
wowego. Natomiast nie wyjasnia on, w jakim stopniu zostato to spowodowane
zmianami w iloéciach, a w jakim — zmianami cen. Odpowiedzi na te pytania do-
starczajg agregatowe indeksy ilosci oraz cen.

Konstrukcja agregatowych indeksow masy towarowej (iloéci) oraz indeksow
cen sprowadza si¢ do zabiegu standaryzacji wskaznikow dynamiki. Polega ona
na ,,unieruchomieniu” jednego z dwdéch czynnikéw (g lub p) na poziomie jedne-
go i tego samego okresu.

Agregatowy indeks masy towarowej (ilo$ci):

M=

Q1. - Peonst.

Il
T

I
=
£

(6.13)

Mz

Qo.i * Peonst.
1

przy czym w zaleznosci od sposobu standaryzacji otrzymuje si¢:



276

— agregatowy indeks ilosci wedtug Laspeyresa:
| :EL————H i=1,..,N, (6.14)

w ktorym wagami sg ceny z okresu podstawowego;
— agregatowy indeks ilosci wedtug Paaschego:

N
2% P

lyp =c———, i=1..,N, (6.15)

Z Qo.i - Pui
i=1

w ktorym wagami sa ceny z okresu badanego;
— agregatowy indeks ilosci wedlug Fishera:

lor =ylgL “lgp » 121N, (6.16)

ktory jest $rednig geometryczng z agregatowych indeksow ilosci Laspeyresa
i Paaschego.
Agregatowy indeks cen ma postac:

lp = . i=1,..,N, (6.17)

0.i q const.

N
Z Pri “Yeonst.
-1
IN
2P

przy czym w zalezno$ci od sposobu standaryzacji otrzymuje si¢:
— agregatowy indeks cen wedtug Laspeyresa:

N
Z%. pll

lp =——, i=1..,N, (6.18)
2%

pOI

w ktorym wagami sg ilosci z okresu podstawowego;
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— agregatowy indeks cen wedtug Paaschego:

N
Z Py

lp=ib———, i=1..N, (6.19)
2.

p0|

w ktorym wagami sg iloéci z okresu badanego;
— agregatowy indeks cen wedtug Fishera:

loe =4Tor1op s 121N, (6.20)

ktory jest $rednig geometryczng z agregatowych indekséw cen Laspeyresa
i Paaschego.

Przyklad 6.3

Spozycie wybranych artykuléw (na 1 mieszkanca) przedstawia tablica 6.4.
Na podstawie tych danych obliczy¢ wartosci agregatowych indeksow dynamiki
Laspeyresa, Paaschego i Fishera oraz skomentowa¢ uzyskane wyniki.

Tablica 6.4
Spozycie wybranych artykutéw na jednego mieszkanca
Spozycie Cena
1990 1985 1990 1985
Qi Joii P Poii
i Produkt
1 | Ziemniaki (kg) 148 118 0,5 0,35
2 Masto (kg) 78 8,5 1,4 1,1
3 Warzywa (kg) 119 105 0,7 0,55
4 | Cukier (kg) 44,1 41,3 1,2 1,1
5 Jaja (szt.) 190 220 0,5 0,41

Zrodto: Rocznik Statystyczny GUS, 1994,
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Tablica 6.5
Obliczenia pomocnicze do przyktadu 6.3
i Produkt Qo.i-Poii Q1i-Pri Qoi-P1i Qi-Poi
1 Ziemniaki 41,3 74 59 51,8
2 Masto 9,35 10,92 11,9 8,58
3 Warzywa 57,75 83,3 73,5 65,45
4 Cukier 45,43 52,95 49,56 48,51
5 Jaja 90,2 95 110 77,9
> * 244,03 316,14 303,96 252,24

Zrodto: obliczenia whasne.

Po podstawieniu wartosci liczbowych z tablicy 6.5 do odpowiednich wzo-
réw otrzymujemy:
— agregatowy indeks wartos$ci:

lw = 1,295496,
— agregatowe indeksy ilosci:

I = 1,033643,

l.p = 1,040071,

lqr = 1,036852,
— agregatowe indeksy cen:

lp.L = 1,245585,

I = 1,253330,

lpr = 1,249451.

Uzyskane wartosci agregatowych wskaznikow masy towarowej (ilosci)
wskazujg na niewielki wzrost spozycia, rzedu 3—4%. W tym samym okresie za-
obserwowano bardzo wyrazny wzrost cen, rzedu 24-25%. Wskazuja na to agre-
gatowe indeksy cen.m
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6.3. Procedury wyznaczania tendencji rozwojowej

Wyodrebnienie funkcji trendu z szeregu czasowego przeprowadza si¢ na za-
sadzie eliminacji wptywu wahan okresowych i losowych. Stosuje si¢ tutaj zwy-
kle metodg $rednich ruchomych i metode najmniejszych kwadratow.

6.3.1. Metoda srednich ruchomych

Istota tej metody polega na zastgpieniu zaobserwowanych warto$ci szeregu
czasowego (y;) przez wartosci Srednie (Y, ). Zabieg ten pozwala na czgsciowe

wyeliminowanie wahan okresowych i przypadkowych. W zaleznosci od tego,
z ilu kolejnych lat oblicza si¢ $rednig, mowi si¢ o trzy-, Cztero-, pigcioletniej itd.
$redniej ruchome;.

Niech

Y1, Y2 o Yo oo (6.21)

oznaczaja kolejne wartosci szeregu czasowego. Wtedy $rednig ruchoma z niepa-
rzystej liczby okreséw (momentéw) — na przyktad z trzech — oblicza si¢ w naste-
pujacy sposob:

- Y1ty tYs
yz——3 )
Yo tYysty
y3:2 37 Y4
3 :
i ogolnie
— Yty Yy

W przypadku parzystej liczby okresow (momentow) uzyskang warto$é Sred-
niej przyporzadkowuje si¢ nie istniejacym w rzeczywistosci punktom $rod-
kowym.

Liczba okresow, z ktorych oblicza si¢ wartosci §rednich ruchomych, zalezy
od celu prowadzonych badan, dlugosci szeregu czasowego oraz od dajacego si¢
zaobserwowac cyklu wahan okresowych.
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Zaleta metody $rednich ruchomych jest prostota procedury obliczeniowej
oraz jej interpretacja. Natomiast jej wadg — skracanie szeregéw czasowych (utra-
ta poczatkowych i koncowych wyrazoéw), a takze brak mozliwos$ci przedstawie-
nia funkcji trendu w postaci analitycznej.

Przyklad 6.4

Technike obliczania $rednich ruchomych trzy- i siedmiookresowych przed-
stawiono na przykladzie dotyczacym liczby zgondéw na raka ptuc w Polsce na
1000 zgonow ogodtem (rozdziat 2, tablica 2.2, lata 1967-1991).

Tablica 6.6
Obliczenia pomocnicze do przyktadu 6.4
Szereg empiryczny Szereg wyréwnany

t Rok Liczba zgonéw na raka Srednie ruchome Srednie ruchome

na tysigc zgondéw ogbtem 3-letnie 7-letnie
1 1967 128,8 - -
2 1968 133,2 132,47 -
3 1969 1354 135,53 -
4 1970 138 139,05 140,05
5 1971 143,75 143,52 143,68
6 1972 148,8 148,32 147,09
7 1973 152,4 151,80 150,71
8 1974 154,2 154,55 154,16
9 1975 157,05 157,33 157,13
10 1976 160,75 159,98 159,64
11 1977 162,15 162,48 161,92
12 1978 164,55 164,35 164,19
13 1979 166,35 166,43 166,19
14 1980 168,4 168,28 168,34
15 1981 170,1 169,84 170,83
16 1982 171 172,30 173,14
17 1983 175,8 175,47 175,45
18 1984 179,6 178,72 177,82
19 1985 180,75 180,95 180,44
20 1986 182,5 182,75 183,04
21 1987 185 185,30 185,37
22 1988 188,4 187,53 187,46
23 1989 189,2 189,92 -
24 1990 192,15 191,87 -
25 1991 194,25 - -

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Na podstawie tych danych wyznaczono tendencj¢ rozwojowa za pomoca
$redniej ruchomej trzyletniej i siedmioletniej. Wyréwnane szeregi czasowe
przedstawiono w tablicy 6.6 i narys. 6.2.

Mt
198

188

178

168

Liczba zgonéw

158

148

138

128

——l—— Liczba zgonéw
0 $rednie 3-letnie

—l— drednie 7-letnie

1 23 456 7 8 9 1011121314151617 18 19202122232425 ¢

Rys. 6.2. Wyrownywanie szeregdw czasowych za pomocg srednich ruchomych

Warto$¢ $redniej ruchomej trzyletniej — na przyktad dla roku 1968 — obli-
czona na podstawie wzoru (6.26) wynosi:

128,8+133,2+135,4

Yioeg = 3 =132,47.

Natomiast warto$¢ $redniej siedmioletniej — na przyktad dla roku 1970 — wynosi:

Yi970 = 7

128,8+133,2+135,4+138+143,75+148,8+152,4 140,05, m

6.3.2. Analityczne wygladzanie szeregow czasowych

Procesy badane w okreslonym przedziale czasu ksztattuja si¢ pod wplywem
wielu powigzanych ze soba przyczyn gtownych (systematycznych) i przypad-
kowych (losowych). Przyczyny gléwne dzialaja na proces w sposob systema-
tyczny, wptywajac na jego tempo i kierunek rozwoju, a przyczyny losowe (tzw.
wahania losowe) — nieregularnie.
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Zespot przyczyn, ktore ksztattujg tendencje rozwojowa procesu, w zalezno-
$ci od tego, czy sa one zalezne czy niezalezne oraz z jaka funkcja mamy do czy-
nienia, mozna przedstawi¢ w postaci modelu addytywnego lub modelu multipli-
katywnego. Najczesciej wykorzystuje si¢ model addytywny postaci:

Yy = F(t) + G(t) + E(t), (6.23)
gdzie:
Yy —poziom badanego procesu,
F(t) — funkcja trendu,

G(t) — funkcja wahan okresowych,
E(t) - sktadnik losowy.

Metoda najmniejszych kwadratow (por. rozdziat 3) jest jedng z wielu metod
analitycznego wygladzania szeregéw czasowych. Istota jej — podobnie jak
w analizie regresji i korelacji — polega na tym, ze krzywa empiryczna, opisujaca
rozwdj procesu w czasie, aproksymuje si¢ funkcja, ktéra spetnia kryterium mi-
nimalizacji sumy kwadratow odchylen wystepujacych migdzy punktami wyzna-
czajacymi dang funkcje a odpowiadajacymi im punktami wyznaczonymi przez
krzywa empiryczng.

Niech obrazem tendencji rozwojowej bedzie funkcja liniowa:

Y, =at+b, (6.24)

gdzie:
t—zmienna czasowat=1, ..., N,
a i b — parametry funkcji trendu.

Wykorzystujac metode najmniejszych kwadratéw otrzymujemy:

N N N
ND yit=2> v Dot
__t=l t=l =l 6.25
a . o (6.25)
Nth—[ZtJ
t=1 t=1
N N
Dy —ayt

gdzie:
y; — zaobserwowany poziom badanego zjawiska w okresie (momencie) t,
t —kolejny okres (moment) w ciggut =1, 2, ..., N.
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Parametr a w liniowej funkcji (6.24) nazywamy wspolczynnikiem trendu.
Oznacza on przecietny wzrost lub spadek poziomu badanego procesu (y;) W jed-
nostce czasu t. Natomiast parametr b oznacza poziom procesu (y;) w okresie
(momencie) t = 0.

Przyklad 6.5

Technike obliczania warto$ci parametrow liniowej funkcji trendu metoda
najmniejszych kwadratow przedstawiono na przykladzie danych zawartych
w tablicy 2.2 (zob. rozdziat 2). Niezbedne obliczenia przedstawiono w tablicy 6.7.

Tablica 6.7
Obliczenia pomocnicze do przyktadu 6.5
Liczba zgon6éw na raka na n

Rok tysige Sgonéw ogOtem t Yoot ¢ Yt

1967 128,8 1 128,8 1 136,02
1968 133,2 2 266,4 4 138,65
1969 135,4 3 406,2 9 141,28
1970 138,0 4 552,0 16 143,91
1971 143,75 5 718,75 25 146,54
1972 148,8 6 892,8 36 149,17
1973 152,4 7 1066,8 49 151,80
1974 154,2 8 1233,6 64 154,43
1975 157,05 9 1413,45 81 157,06
1976 160,75 10 1607,5 100 159,69
1977 162,15 11 1783,65 121 162,32
1978 164,55 12 1974,6 144 164,95
1979 166,35 13 2162,55 169 167,58
1980 168,4 14 2357,6 196 170,21
1981 170,1 15 25515 225 172,84
1982 171,0 16 2736,0 256 175,47
1983 175,8 17 2988,6 289 178,10
1984 179,6 18 3232,8 324 180,73
1985 180,75 19 3434,25 361 183,36
1986 182,5 20 3650,0 400 185,99
1987 185,0 21 3885,0 441 188,62
1988 188,4 22 41448 484 191,25
1989 189,2 23 4351,6 529 193,88
1990 192,15 24 4611,6 576 196,51
1991 194,25 25 4856,25 625 199,14

Ogotem 412255 325 57007,1 5525 4189,5

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Otrzymane wyniki wstawiamy do wzoréw (6.25) oraz (6.26) i otrzymujemy:

a- 25-52884,6 - 4122,55-300

=263,
25-4900 — 3002

_ 4122,55-2,63-300
25

b =133,39.

Oszacowana liniowa funkcja trendu ma postac:

¥, =2,63t+13339, t=0,1,..,24

Liczbowa ocena wspotczynnika kierunkowego a = 2,63 jest dodatnia, co
oznacza, ze w latach 1967-1991, pod wptywem dziatania czystego trendu, liczba
zgondw na raka zwigkszata si¢ 0 2,63. Natomiast b = 133,39 jest oceng wyrazu
wolnego funkcji trendu i oznacza, ze w okresie t = 0, tzn. roku 1967, pod wpty-
wem czystego trendu liczba zgonow na raka wynositaby 133,39 na tysigc zgo-
néw ogodlem.

Yt
210

200
190
180
170

160

Liczba zgonéw

150

140 +

130

120

4

—

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 t

Rys. 6.3. Tendencja rozwojowa zgon6w na raka

Graficznym obrazem omawianego szeregu czasowego jest wykres na

rys. 6.3.

Do poruszanych tu probleméw powrocimy w dalszym wyktadzie,

w punkcie 6.6. [1
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Przyklad 6.1 (zakonczenie)

Powr6émy do problemu zatrudnienia kobiet w USA, ktoéry omawialismy
w punkcie 6.1 w celu zilustrowania istoty szeregu czasowego. Dane Zrodlowe
podane sa w tablicy 6.1, a na rys. 6.1 przedstawiono graficznie rozwoj tego zja-
wiska. Analizujac ten wykres stwierdziliSmy, ze w drugiej potowie badanego
okresu mozna zauwazy¢ odchylenie od liniowego rozwoju zjawiska. Takie spo-
strzezenie daje podstawe¢ do podjecia proby wygladzenia szeregu za pomoca
wielomianu wyzszego stopnia albo za pomoca funkcji innej klasy. Obszerny
przeglad najczgsciej stosowanych funkcji Czytelnik znajdzie w tablicy 3.18.
W rozwazanym przypadku najbardziej odpowiednie wydato si¢ zastosowanie
paraboli drugiego stopnia. Do wyznaczenia parametrow tej paraboli wykorzy-
stano réwnania podane w tablicy 3.18, przy czym w miejsce warto$ci zmienne;j
objasniajacej (X;) podstawiono warto$ci zmiennej czasowej t. Efekty wykona-
nych obliczen przedstawiono na rys. 6.4.

YeA
51500

46500 -
41500
36500
31500 A

26500 -
y = 23,9t* — 93089t + 90000000

21500 ,
R? =0,0964

16500 A

Liczba kobiet zatrudnionych w USA (w tys.)

11500 rTrrrrTrTrTrTTrTrT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T >

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 t

Rys. 6.4. Tendencja rozwojowa zatrudnienia kobiet w USA w latach 1949-1982

Dla celow interpretacyjnych obliczono roéwniez warto$¢ wspolczynnika de-
terminacji R?. Charakterystyke te oméwiono doktadnie w punkcie 3.3.4. W ana-
lizie szeregéw czasowych R? charakteryzuje dobroé dopasowania wybranej
funkcji trendu do danych empirycznych. Funkcja ta jest tym lepiej dobrana, im
blizsza jednosci jest wartos¢ R®. W rozwazanym przypadku parabola drugiego
stopnia bardzo dobrze odwzorowuje tendencje rozwojowa badanego zjawiska
(zatrudnienia kobiet w USA). O wysokiej wartosci R? decyduje rowniez to, ze
dane empiryczne reprezentujg bardzo wysoki stopien agregacji. Przypomnijmy
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(zob. tablica 6.1), ze sa to dane roczne. Nie sg wigc one obcigzone zmienno$cig
sezonowa w ciggu roku. W

6.4. Wyodrebnianie wahan sezonowych (okresowych)

Do wyodrebnienia i analizy wahan sezonowych wystepujacych w szeregach
czasowych wykorzystuje si¢ wskazniki sezonowosci.

W pierwszym etapie postepowania, zmierzajacego do wyznaczenia wartosci
tych wskaznikéw, kazdg warto$¢ empiryczng Y, (t=1, 2, ..., N) zastepuje sie
warto$cig z; obliczang wedlug wzoru:

z, =L, (6.27)

w ktorym Y, oznacza warto$¢ funkcji zastosowanej do aproksymacji trendu (ten-

dencji rozwojowej), odpowiadajacg momentowi (okresowi) t.

W drugim etapie postgpowania dokonuje sie zmiany indeksow okreslajagcych
potozenie kazdej wartosci z; (a tym samym rowniez yy) W 0golnym zbiorze war-
tosci empirycznych. Dokonuje si¢ mianowicie transformacji:

Zy — Zij, (6.28)
przyczym:t=1,2,..,N;i=1,2,...,1;j=1,2,..,K,N=1 k.

Indeks i oznacza numer podokresu, natomiast j jest numerem kolejnej reali-
zacji y; w danym podokresie. Jesli na przyktad obserwowano jakie§ zjawisko
w ciagu pigciu lat rejestrujgc kolejne miesieczne poziomy tego zjawiska, to:

— N =060, albowiem uzyskany szereg czasowy sklada si¢ z sze$¢dziesigeciu
elementéw. Mamy mianowicie:

yll y21 ey ytl LALS ] y601

— k=5, albowiem kazda jednoimienna obserwacja powtorzona jest pie¢ ra-
zy. Mamy mianowicie k = 5 obserwacji dotyczacych stycznia, k =5 obserwacji
dotyczacych lutego itd.,

— =12, albowiem wyrdzniono dwanascie podokreséw (miesiecy) w kaz-
dym rocznym cyklu obserwowanego zjawiska. Tak wigc, na przyktad, z,, 0znacza
warto$¢ z; uzyskang wedlug wzoru (6.27), dotyczaca lutego (i = 2) w czwartym
roku (j = 4) badania danego zjawiska.
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W trzecim etapie postgpowania wyznacza si¢ warto$ci wskaznikow sezono-
wosci. Wartosci te oblicza si¢ wedlug wzoru:

k
Zzij
j=1

k

b, = (6.29)

Dodajmy, ze p; jest wskaznikiem sezonowosci dotyczacym i-tego podokresu.
Nalezy wigc obliczy¢ taczne | wskaznikow sezonowosci.

Wskazniki obliczane wedtug wzoru (6.29) nazywane sa surowymi wskazni-
kami sezonowosci. Sg one obcigzone wahaniami przypadkowymi. W celu wye-
liminowania tych wahan nalezy podzieli¢ kazda wartos¢ p; (i=1, 2, ..., ) przez
ich $rednig arytmetyczng. W rezultacie otrzymuje si¢ tzw. oczyszczone wskaz-
niki sezonowosci p; . Mamy zatem:

' p I
pl=—"—= P (6.30)
2P 2. h
[ i=1
przy czym warto$¢:
L (6.31)

nazywana jest wspotczynnikiem korygujacym.

Przyklad 6.6

Przypomnijmy (zob. rozdziat 2), ze jedng z metod pozyskiwania informacji
jest ciggla rejestracja. W taki sposob gromadzone sg w szczegolnosci informacje
0 podstawowych zjawiskach demograficznych, takich jak urodziny i zgony, za-
wierane malzenstwa, rozwody.

W tablicy 6.8 przedstawiono dane dotyczace zgondw zarejestrowanych
w Polsce, w kolejnych miesigcach (od stycznia do grudnia) pigciu lat, od 1990
do 1994 roku. Na podstawie tych danych sporzadzono wykres przedstawiony na
rys. 6.5. Potozenie punktow empirycznych na wykresie wskazuje na wyrazng
sezonowos¢ obserwowanego zjawiska. Liczba zgonow w miesigcach letnich jest
nizsza niz w pozostalych miesigcach. Najwigksza liczba zgondw ma miejsce
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w miesigcach zimowych. Ta prawidlowos$¢ powtarza si¢ systematycznie w ko-
lejnych latach.

Tablica 6.8
Liczba zgondw w Polsce
Miesige Zgony (w tys.)
1990 1991 1992 1993 1994
| 33,3 345 36,5 35,0 36,8
I 34,1 31,6 34,5 34,6 334
11 33,3 33,0 36,5 34,2 37,8
v 31,0 31,9 34,3 32,7 32,7
\Y% 32,0 31,6 33,9 32,1 30,7
Vi 30,7 30,9 32,6 30,8 28,9
VIl 31,6 30,0 31,8 31,3 30,6
Vil 29,7 29,9 30,8 31,1 28,9
IX 28,5 30,4 29,9 29,6 29,9
X 31,7 331 325 33,6 32,2
XI 30,5 32,7 335 32,0 32,9
Xl 34,2 38,3 38,3 35,3 35,5
> 380,6 387,9 405,1 392,3 390,3

Zrodto: Roczniki Statystyczne GUS, 1990-1994.

Liczba zgondw (w tys.)

27

1990

1991

1992 1993

1994

Rys. 6.5. Liczba zgoné6w w Polsce w kolejnych miesiacach
lat 1990-1994

T T >

t
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Na podstawie przedstawionych powyzej danych obliczymy wartosci wskaz-
nikow sezonowoS$ci oraz wyznaczymy poziom wahan sezonowych. Pierwszy
etap niezbgdnych obliczen przedstawiono w tablicy 6.9. Obliczenia te miaty na
celu wyeliminowanie trendu z obserwowanego zjawiska. W tym celu wyzna-
czono réwnanie tendencji rozwojowej:

§, =0,01085t + 32,2723,

Wykorzystujac to rownanie obliczono wartosci §, dlat=1,2, ..., 60, a na-
stepnie wyznaczono wartosci z; wedtug wzoru (6.27).

Tablica 6.9
Obliczenia pomocnicze do przyktadu 6.6
Rok |Miesiac| t A t2 y,t 9, v !9,
1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 33,3 1 33,3 32,28 1,0316
2 2 341 4 68,2 32,29 1,0561
3 3 33,3 9 99,9 32,30 1,0310
4 4 31,0 16 124 32,32 0,9592
5 5 32,0 25 160 32,33 0,9898
6 6 30,7 36 184,2 32,34 0,9493

1990 7 7 316 49 221,2 32,35 0,9768
8 8 29,7 64 237,6 32,36 0,9178
9 9 28,5 81 256,5 32,37 0,8804
10 10 31,7 100 317 32,38 0,9790
11 11 30,5 121 335,5 32,39 0,9416
12 12 34,2 144 410,4 32,40 1,0556
1 13 345 169 4485 32,41 1,0645
2 14 316 196 4424 32,42 0,9747
3 15 33,0 225 495 32,44 1,0173
4 16 31,9 256 510,4 32,45 0,9831
5 17 316 289 537,2 32,46 0,9735
6 18 30,9 324 556,2 32,47 0,9516

1991 175 19 30,0 361 570 3248 0,9236
8 20 29,9 400 598 32,49 0,9203
9 21 30,4 411 638,4 32,50 0,9354
10 22 33,1 484 728,2 32,51 1,0181
11 23 32,7 529 752,1 32,52 1,0055
12 24 38,3 576 919,2 32,53 1,1774
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cd. tablicy 6.9
1 2 3 4 5 6 7 8
1 25 365 625 912,5 3254 11217
2 26 345 676 897 32,55 1,0599
3 27 36,5 729 985,5 3257 1,1207
4 28 343 784 960,4 3258 1,0528
5 29 339 841 983,1 32,59 1,0402
6 30 32,6 900 978 32,60 1,0000
1992 175 31 31,8 961 985,8 32,61 0,9752
8 32 30,8 1024 985,6 32,62 0,9442
9 33 209 1089 986,7 32,63 0,9163
10 | 34 325 1156 1105 32,64 0,9957
1 | 35 335 1225 11725 32,65 1,0260
12 | 36 383 1296 13788 32,66 11727
1 37 350 1369 1295 32,67 1,0713
2 38 34,6 1444 13148 32,68 1,0588
3 39 432 1521 13338 32,70 1,0459
4 20 32,7 1600 1308 3271 0,9997
5 0 32.1 1681 1316.1 3272 0,9811
6 42 308 1764 12936 3273 0,9410
1993 ™5 43 313 1849 13459 32,74 0,9560
8 a4 311 1936 1368.4 32,75 0,9496
9 45 29,6 2025 1332 3276 0,9035
10 | 46 336 2116 15456 3277 1,0253
1 | a7 32,0 2209 1504 3278 0,9762
12 | 48 353 2304 1694.4 32,79 1,0765
1 29 36,8 2401 18032 32,80 1,1220
2 50 334 2500 1670 32,81 1,0180
3 51 3738 2601 19278 32,83 1,1514
4 52 327 2704 17004 32,84 0,9957
5 53 30,7 2809 16271 32,85 0,9346
6 54 28.9 2016 1560,6 32,86 0,8795
1994 1775 55 30,6 3025 1683 32,87 0,9307
8 56 28.9 3136 1618.4 32,88 0,8790
9 57 209 3249 17043 32,89 0,9091
10 | 58 322 3364 1867,6 32,90 0,9787
1 | 59 329 3481 19411 3201 0,9997
12 | 60 355 3600 2130 32,02 1,0784

Zrodto: obliczenia whasne.
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Dalszy ciag obliczen przedstawiono w tablicy 6.10, ktorej ogodlny uktad
odpowiada tablicy 6.8, zawierajgcej surowe wyniki obserwacji. Kazda zaobser-
wowana wartos¢ Yy w tablicy 6.10 reprezentowana jest przez odpowiadajaca jej
wartos¢ z, =y,/¥,, przy czym — zgodnie z (6.28) — zastosowano tu podwadjne
ideksowanie (z;), albowiem zachodzita konieczno$¢ rozréznienia miesigcy (i) i lat
(1), a takze konieczno$¢ wyrdznienia miesiecy jednoimiennych (ustalone i).[]

Tablica 6.10
Obliczenia pomocnicze do przyktadu 6.6
Lata (j)
o 1 2 3 4 5 5,
Mlz’slqc 1990 1991 1992 1993 1994 E)Tt Pi
Ve ! Yy
1 2 3 4 5 6 7 8
1 1,0316 1,0645 1,1217 1,0713 1,1220 5,4111 1,0822
2 1,0561 0,9747 1,0599 1,0588 1,0180 5,1675 1,0335
3 1,0310 1,0173 1,1207 1,0459 1,1514 5,3663 1,0733
4 0,9592 0,9831 1,0528 0,9997 0,9957 4,9905 0,9981
5 0,9898 0,9735 1,0402 0,9811 0,9346 4,9192 0,9838
6 0,9493 0,9516 1,0000 0,9410 0,8795 4,7214 0,9443
7 0,9768 0,9236 0,9752 0,9560 0,9307 4,7623 0,9525
8 0,9178 0,9203 0,9442 0,9496 0,8790 4,6109 0,9222
9 0,8804 0,9354 0,9163 0,9035 0,9091 4,5447 0,9089
10 0,9790 1,0181 0,9957 1,0253 0,9787 4,9968 0,9994
11 0,9416 1,0055 1,0260 0,9762 0,9997 4,949 0,9898
12 1,0556 1,1774 1,1727 1,0765 1,0784 5,5606 1,1121
3 - - - - - - 12,0001
i=1

Zrodto: obliczenia whasne.

W analizowanym przyktadzie wystepuje bardzo staby trend wzrostowy. Jesli
uznamy, ze zaobserwowany trend jest praktycznie pomijalny, to przedstawione
powyzej rozumowanie mozna znacznie uprosci¢. W takiej sytuacji wskazniki
sezonowosci p; mozna wyznaczy¢ wedlug wzoru:

Pi =—, (6.32)

< |:.<'
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gdzie:
k
> Yij
— =l
= , 6.33
Yi=p (6.33)
natomiast y oznacza og6lny $redni poziom zjawiska i wynika ze wzoru:
|k
Yo
— =l j=
6.34
Y= (6.34)

Dodajmy, iz majac wskazniki sezonowos$ci p; mozna wyznaczy¢ absolutne
poziomy wahan sezonowych Q; (i=1, 2, ..., I).
W tym celu nalezy postuzy¢ si¢ wzorem:

Q=% -¥=py-y=y(p-1). (6.35)

Zauwazmy, ze:

leQi =0. (6.36)
i=1

Przyklad 6.6 (zakonczenie)

W tablicy 6.11 przedstawiono obliczenia niezb¢dne do wyznaczenia wskaz-
nikow sezonowosci wedtug uproszczonego wzoru (6.32).
Wykorzystujgc wzor (6.34) mamy:

Majac ogolna $rednig (wyrazong w tysigcach zgonow) i kolejne $rednie mie-
sigczne Y, (i=1,2, .., 12) mozemy wyznaczy¢ wartosci wskaznikow sezono-
wosci P;. Dla stycznia (i = 1) mamy:

P =i .100=2222 100 =108,04 [%].
y 60

Postepujac analogicznie w odniesieniu do pozostatych miesiecy (i = 2,3,...,12)
uzyskujemy wartosci zestawione w kolumnach 4 i 5 tablicy 6.11 i na rys. 6.6.
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Tablica 6.11
Obliczenia pomocnicze do przyktadu 6.6
. 5 Zaokraglone wskazniki
Miesiac Z v P; .
- Yj Yiy 0 sezonowosci Qi
() = (w %) (W %)
1 2 3 4 5 6
1 176,1 35,22 108,04 8 2,62
2 168,2 33,64 103,19 3 1,04
3 174,8 34,96 107,24 7 2,36
4 162,6 32,52 99,75 0 -0,07
5 160,3 32,06 98,34 -2 -0,54
6 153,9 30,78 94,42 -6 -1,82
7 155,3 31,06 95,28 -5 -1,54
8 150,4 30,08 92,27 -8 -2,52
9 148,3 29,66 90,98 -9 -2,94
10 163,1 32,62 100,06 0 0,02
11 161,6 32,32 99,14 -1 -0,28
12 181,6 36,32 111,41 11 3,72
12
1956,2 391,24 1200,00 0,00 0,00
i=1
Zrodlo: obliczenia wlasne.
A
115 +
g 110
T«
3 105
%
g
2 100 o
;
§ 95
90 } } } } } } } f } } F—>
I I m v \' VI VI VIl X X X1 X1
Miesiace (i)

Rys. 6.6. Sezonowos¢ zgonow w latach 1990-1994
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Interpretacja charakterystyk przedstawionych w kolumnach 4 i 5 tablicy 6.11
oraz na rys. 6.6 jest nastepujaca: liczba zgonéw w styczniu jest wyzsza od prze-
cigtnej miesigcznej o 8,04%, w lutym o 3,19%, w marcu o 7,24% i w grudniu
o 11,42%. W pozostatych miesigcach, z wyjatkiem pazdziernika, liczba zgonow
ogbélem jest nizsza od przecigtnej miesi¢cznej, w kwietniu o 0,25%, w maju
0 1,66%, w czerwcu o0 5,58%, w lipcu o 4,72%, w sierpniu o 7,73%, we wrze-
$niu 0 9,02% 1 w listopadzie o 0,86%. Jak tatwo zauwazy¢, rezultaty tych przy-
blizonych obliczen w nieznacznym stopniu odbiegaja od wynikow przedstawio-
nych w tablicy 6.10.

Obliczajagc warto$ci roznicy:

Q=V,-y, i=12,.,12

uzyskujemy oszacowania absolutnych wahan sezonowych przedstawione w ko-
lumnie 6 tablicy 6.11. I tak na przyktad w styczniu liczba zgondéw jest wyzsza od
przecigtnej miesiecznej (Y = 32,6 tys.) 0 2,62 tys. 0s6b, w lutym o 1,04 tys.,
w marcu o 2,36 tys., w grudniu 0 3,72 tys. B

6.5. Wyodrebnianie wahan przypadkowych (losowych)

Jesli mamy do czynienia z szeregiem czasowym odpowiadajacym modelowi
addytywnemu (6.23), to kazdg zrealizowang warto$¢ y; nalezy rozwazaé jako
nastepujaca sume:

Yo =Y +0; +€ (6.37)
gdzie:

¥, — skladowa systematyczna, wynikajaca z trendu,

gt — sktadowa uwarunkowana wahaniami okresowymi (sezonowymi),

e; — sktadowa losowa (przypadkowa).

Wynika stad bezposrednio, ze:
e =Y~V — 9y = (Y V) 9y (6.38)

Jesli w obserwowanym szeregu czasowym nie wystepuja wahania okresowe
(sezonowe), to g; = 0.
W takiej sytuacji:

Ye =Y +& (6.39)
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i w konsekwencji
e =Y~ Y- (6.40)

W procesie pomiaru intensywnos$ci losowych odchylen szeregu czasowego
od funkcji trendu mozna wykorzysta¢ pojgcie zmiennosci resztowej, zdefinio-
wane w punkcie 3.3.4, przy omawianiu regresji i korelacji. W rozwazanej tu
Sytuacji owa zmienno$¢ resztowa moze by¢ mierzona za pomocg sumy:

%eﬁ, (6.41)

t=l1

gdzie e; wynika ze wzoru (6.38) lub (6.40). Czym mnigjsza jest warto$¢ tej
Sumy, tym mniejszy jest udziat czynnikéw losowych (przypadkowych) w ksztat-
towaniu si¢ obserwowanego szeregu czasowego.

Warto$¢ sumy (6.41) zalezy nie tylko od intensywnos$ci pojawiania si¢ loso-
wych odchylen od funkcji trendu, ale rowniez od liczby elementéw (N) w szere-
gu czasowym. W celu uniezaleznienia si¢ od tego czynnika, do pomiaru inten-
sywno$ci wahan losowych (przypadkowych) w badanym szeregu czasowym

wykorzystuje si¢ wariancj¢ resztowa (Sg ), ktéra definiuje si¢ nastgpujgco:

N
D€
2 _ 1=l

S, = ,
¢ N-k

(6.42)

gdzie k oznacza liczb¢ parametréw funkcji trendu, ktorych warto$ci wyznacza
si¢ na podstawie dostepnego materialu empirycznego. W przypadku trendu linio-
wego k = 2. Resztowe odchylenie standardowe:

Se =S¢ (6.43)

informuje, o ile przecietnie odchyla sie pojedynczy element szeregu czasowego
(V) od odpowiadajacej mu warto$ci y,, Wyznaczonej na podstawie funkcji tren-

du. Jesli w badanym szeregu czasowym wystepuja wahania okresowe (sezono-
we), to S, wyraza przecigtna odlegto$¢ punktu y; + g; od punktu .

Jak juz podkres$lono powyzej (zob. punkt 6.4.2), do oceny intensywnosci lo-
sowych (przypadkowych) fluktuacji szeregu czasowego mozna wykorzystaé
wspbtezynniki determinaciji (R?) i indeterminacji (1-R?), zdefiniowane w punk-
cie 3.3.4. Po odpowiedniej zmianie symboli mamy:
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N
Z(yt - 9t)2
1-R? =2 —— (6.44)
Z(yt _7)
t=1

i w konsekwencji

N
PN
t=1

Z (Y - 7)
t=1

R2=1- (6.45)

gdzie y oznacza $redni poziom badanego zjawiska w obserwowanym szeregu

czasowym, natomiast znaczenie pozostalych symboli jest takie samo jak
dotychczas.

Przyklad 6.5 (zakonczenie)

Powr6¢my do danych przedstawionych w tablicy 2.2, opisujacych czestosc
zgonéw spowodowanych chorobami nowotworowymi. Na rys. 6.3 pokazano
rozwoj tego zjawiska na przestrzeni 25 lat, w latach 1967-1991. Na rysunku tym
zaznaczono potozenie funkcji trendu, a niezbgdne obliczenia przedstawiono
w tablicy 6.7.

Potozenie punktéw empirycznych na rys. 6.3 upowaznia do przyjecia zato-
Zenia, ze W obserwowanym szeregu czasowym nie wystepuja wahania okresowe
(sezonowe). Pozwala to traktowaé wszystkie odchylenia od funkcji trendu jako
odchylenia przypadkowe, zgodnie ze wzorem (6.40).

W tablicy 6.12 przedstawiono obliczenia niezb¢dne do wyznaczenia warian-
cji resztowej i resztowego odchylenia standardowego. Wykorzystujac wzory
(6.42) i (6.43) otrzymujemy:

12 12
Se2 :5_5325_53_5 4578,
25-2 23

5,4578 =2,3362.



297

Tablica 6.12
Analiza odchylen przypadkowych w szeregu czasowym

Rok t Yi Vi &=y~ &
1967 1 128,8 133,39 -4,59 21,0681
1968 2 133,2 136,01 -2,81 7,8961
1969 3 135,4 138,64 -3,24 10,4976
1970 4 138 141,27 -3,27 10,6929
1971 5 143,75 143,89 -0,14 0,0196
1972 6 148,8 146,52 2,28 5,1984
1973 7 152,4 149,15 3,25 10,5625
1974 8 154,2 151,77 2,43 5,9049
1975 9 157,05 154,40 2,65 7,0225
1976 10 160,75 157,02 3,73 13,9129
1977 11 162,15 159,65 2,50 6,2500
1978 12 164,55 162,28 2,27 5,1529
1979 13 166,35 164,90 1,45 2,1025
1980 14 168,4 167,53 0,87 0,7569
1981 15 170,1 170,15 -0,05 0,0025
1982 16 171 172,78 -1,78 3,1684
1983 17 175,8 175,41 0,39 0,1521
1984 18 179,6 178,03 1,57 2,4649
1985 19 180,75 180,66 0,09 0,0081
1986 20 182,5 183,28 -0,78 0,6084
1987 21 185 185,91 -0,91 0,8281
1988 22 188,4 188,54 -0,14 0,0196
1989 23 189,2 191,16 -1,96 3,8416
1990 24 192,15 193,79 -1,64 2,6896
1991 25 194,25 196,42 -2,17 4,7089

)y * 4122,55 4122,55 0,00 125,5300

Zrodto: obliczenia wlasne.

Zatem liczba zgonéw na raka w pojedynczym roku, w okresie 1967-1991,
odchyla si¢ losowo od funkcji trendu o okoto 2,34. Jesli przyjac, ze odchylenia
losowe podlegaja rozktadowi normalnemu, to mozna sformutowaé nast¢pujace
wnioski:

— rzeczywiScie zarejestrowana liczba zgonow na raka w roku t z prawdopo-
dobiefistwem 0,6826 bedzie naleze¢ do przedziatu (y, —2,34; , +2,34),



298

— z prawdopodobienstwem 0,9545 zarejestrowana liczba zgonow bedzie na-
leze¢ do przedziatu:

(Y —2-2,34; y, +2-2,34),
(Y, —4,68; ¥, +4,68),

— z prawdopodobienstwem 0,9973, czyli niemal na pewno, zarejestrowana
liczba zgonow na raka w roku t znajdzie si¢ w przedziale:

(§, =3-234; §,+3-2,34),
(9, -7.02; 9, +7,02).

Przedstawione powyzej wnioski wynikaja z elementarnych wlasciwos$ci roz-
ktadu normalnego oméwionych w punkcie 1.4.2.2.

Na podstawie danych zawartych w tablicach 6.7 i 6.12 obliczamy warto$ci
wspbtezynnikow R? i 1-R% wykorzystujac w tym celu wzory (6.44) i (6.45).
Z tablicy 6.12 odczytujemy:

25 25
Dy -¥)* =D ef =125,53.

t=1 t

25 \?
25 25 [ tz_} yf]
Sy -2 =Yy~ L =688907,7225~
t=1 t=1 25

Obliczamy wartos¢:

2
w =9090,9824.

Wykorzystujgc wzor (6.44) otrzymujemy:

125,53

|-R?=—2°°
9090,9824

=0,0138 (1,38%).

W konsekwencji, na podstawie wzoru (6.45), mamy:
R?=1-0,0138 = 0,9862 (98,62%).
Tak wiec 98,62% zmienno$ci obserwowanej w ciggu wartos$ci y; wyjasnia

liniowa funkcja trendu ¥, =2,63t+133,39. Tylko 1,38% ogolnej zmiennosci

obserwowanej w ciggu wartosci Y, Yz, ..., Yt ..., Y25 Nie mozna wyjasnié przyjeta
postacia funkcji trendu. Owe 1,38% ogolnej zmiennos$ci przypisuje si¢ dziataniu
czynnikdw przypadkowych (losowych).m
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6.6. Monitorowanie procesow za pomocg kart kontrolnych

W potowie lat dwudziestych ubieglego stulecia opracowano procedury staty-
styczne stuzace do monitorowania procesow, przede wszystkim produkcyjnych,
dla potrzeb zarzadzania jakoscia. Ich tworca byt W.A. Shewhart!. Procedury te
nazwano kartami kontrolnymi (ang. control chart), co miato podkresla¢ fakt, iz
byly one pomyslane jako procedury graficzne. Wigzato si¢ to z bardzo ograni-
czonymi mozliwosciami 6wczesnych $rodkéw obliczeniowych. Nalezy pamie-
ta¢, ze w tamtych latach inzynier kierujacy procesem produkcyjnym nie dyspo-
nowal wspotczesnymi $rodkami obliczeniowymi. W przypadku konieczno$ci
wykonania niezbednych obliczen mogt on postuzy¢ si¢ co najwyzej mechanicz-
nym dwudziataniowym arytmometrem wykonujagcym operacje dodawania
i odejmowania, a takze suwakiem logarytmicznym, za pomoca ktoérego mogt
wykonywac operacje mnozenia i dzielenia, przy czym uzyskiwane w ten sposob
wyniki obcigzone byty niekiedy znacznymi btgdami. Jak juz powiedziano powy-
zej, podstawowym przeznaczeniem opracowanych przez W.A. Shewharta kart
kontrolnych byto sterowanie procesami dla potrzeb zarzadzania jakos$cia. Nie
zmienia to jednak faktu, Zze procedury te moga by¢ z powodzeniem wykorzysty-
wane do monitorowania dowolnego procesu, jesli tylko monitorowanie to polega
na $ledzeniu zmian mierzalnych charakterystyk tego procesu. Charakterystyki te
nazywane s3 zmiennymi diagnostycznymi, albowiem na podstawie poczynio-
nych obserwacji formutuje si¢ diagnozy o stanie obserwowanego procesu. Idea
kart kontrolnych powstata i rozwijata si¢ rownolegle z klasyczng teorig weryfi-
kacji hipotez statystycznych, omoéwiong w poprzednim rozdziale. Karty kontrol-
ne Shewharta sg w istocie odpowiednio zorganizowanymi sekwencjami testow
istotnosci, przedstawionych w punktach 5.2.1 1 5.3.1. W przypadku kart kontrol-
nych opracowanych przez W.A. Shewharta zmienne diagnostyczne sa wiec jed-
nowymiarowymi zmiennymi losowymi, najczesciej o rozkladzie normalnym
albo o rozkladzie zbieznym do normalnego. W latach pozniejszych opracowano
rowniez karty kontrolne dla dwuwymiarowych zmiennych diagnostycznych. Ten
typ kart kontrolnych pominiemy w dalszych rozwazaniach. Oméwimy natomiast
karty kontrolne sum skumulowanych, oparte na sekwencyjnych metodach wery-
fikacji hipotez statystycznych, oméwionych w podrozdziale 5.9.

! Walter Andrew Shewnhart (1891-1967), amerykanski matematyk i statystyk. Pierwsza prace
na temat stosowania kart kontrolnych w biezacej kontroli jakosci opublikowat w 1926 .
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6.6.1. Karty kontrolne Shewharta

6.6.1.1. Karta kontrolna X

W poprzednim rozdziale rozwazaliémy problemy zwigzane z weryfikacjg
istotno$ci réznicy migdzy uzyskang empirycznie $rednig arytmetyczng z proby
(X) a pewna warto$cia o, ustalang najczesciej na podstawie przestanek pozasta-
tystycznych. W postgpowaniu zmierzajacym do sprawdzenia (zweryfikowania)
istotno$ci tej roznicy formultuje si¢ jedng sposrod hipotez zerowych (5.18)-
(5.20), a nastepnie weryfikuje sie ja wobec jednej sposrod hipotez alternatyw-
nych (5.21)—(5.23). Je$li zachodzi potrzeba pOwtarzania tego postgpowania
w odniesieniu do pewnego ciggu zmiennych losowych Xy, X,,..., X, ..., majacych
normalne rozktady prawdopodobienstwa, 0 jednakowych i znanych odchyle-
niach standardowych, to mozna w tym celu postuzy¢ sie tzw. kartg kontrolng X .
Podstawowym elementem takiej karty jest tzw. tor kontrolny, ktérego zasadni-
cze elementy przedstawiono schematycznie na rys. 6.7. Na osi odcietych prosto-
katnego uktadu wspotrzednych odktada si¢ kolejne wartosci t. Na osi rzednych
natomiast — wartosci X, , wynikajace ze wzoru:

n[
Z X i
X =11 . (6.46)
N
Z punktu X, = o wystawiamy potprosta, rownolegta do osi t. Jest to tzw. linia
centralna. Powyzej i ponizej linii centralnej zaznaczamy wartosci krytyczne dla
statystyki X, . Gorne wartosci krytyczne Xy, wynikaja z rownania:

- oy
Xqt =My +U, —=. (6.47)
9.t 0 a
Jne
Jesli poziom istotnosci («) nie zmienia sie w czasie badania i jesli liczebnos¢
pobieranych do badania probek jest stata (/\ n; = n), lub przynajmniej przedzia-
t

tami stata, to wartosci krytyczne dla statystyki X, nie zaleza od t w czasie calego
badania lub przynajmniej w pewnych przedziatach wyrdznionych na osi t. Ma-
my wiec WOWCZas:

Xq =ty +U, Ox (6.48)
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Jest to rownanie gornej linii kontrolnej zaznaczonej na rys. 6.7.

A
Xt
X, = —-Uu O-_X
_ g = Ho— Uy n
Xg
gorna linia kontrolna
Ho .
linia centralna
Xy = —-Uu U_X
_ d = Ho a «/ﬁ
Xq
dolna linia kontrolna
0 t

Rys. 6.7. Schemat karty kontrolnej X

Analogicznie przedstawia si¢ problem dolnych wartosci krytycznych dla sta-
tystyki X, . Mamy wiec:

Ry 1 = Ho — Uy~ (6.49)
Jn

oraz

- oy
Xg = Mo — U, In’ (6.50)
Jest to rdwnanie dolnej linii kontrolnej wykreslonej na rys. 6.7. Przy sporzadza-
niu tego rysunku zatozono bowiem, ze zaréwno N, jak i « pozostajg state w czasie
catego badania. Nalezy podkresli¢, ze tylko wowczas, gdy zalozenia te spetnione
sg w praktyce, zastosowanie karty kontrolnej X, zamiast kolejnego stosowania
zwyktego testu U (zob. rozdzial 5), przynosi istotng oszczednos¢ w pracochton-
nosci badania.

Zauwazmy, ze przedstawione powyzej réwnania (6.47)—(6.50) wynikaja
z przeksztatcenia podstawowego wzoru (5.25). Biorac kolejno prawa strong tego
wyrazenia ze znakiem plus (co odpowiada wartosciom X > 1) i ze znakiem mi-
nus (co odpowiada wartosciom X < z4), otrzymujemy:

5
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a ustalajgc U na poziomie u,, gdzie « = P(U > u,), lewa strone powyzszego wzo-
ru mozemy traktowac jako warto$¢ krytyczng dla $redniej arytmetycznej obli-
czonej na podstawie wynikow badania probki losowej o licznosci n.

Jesli w kazdym punkcie t weryfikujemy hipotezg zerowa Ho: 4 = 14 Wobec
hipotezy alternatywnej Hi: 14 # 1o, t0o wykorzystujemy zaréwno dolna, jak
i gorng lini¢ kontrolng. W przypadku gdy weryfikowane kolejno hipotezy zero-
we majg posta¢ Ho: z4t < 1o, @ hipotezy alternatywne Hi: s > 1o, Wykorzysty-
wana jest tylko gorna linia kontrolna Xq - Natomiast dolna linia kontrolna (%)

wykorzystywana jest tylko wowczas, gdy w kazdym punkcie pomiarowym t we-
ryfikowana jest hipoteza zerowa Ho: 4 > w4 Wobec hipotezy alternatywnej
Hi: t4: < . Na diagram przegladowy przedstawiony na rys. 6.7 nanosimy ko-
lejne punkty (t, X;). Tak dtugo nie ma podstaw do odrzucenia weryfikowanej
hipotezy zerowej, jak dlugo zaden punkt (t, X;) nie przekroczy odpowiedniej
linii kontrolnej. Weryfikowana hipotez¢ odrzucamy natomiast, gdy pojawi si¢
punkt (t, X; ) wykraczajacy poza lini¢ kontrolna. W statystycznej kontroli jako$ci
punkt taki nosi nazwe purktowego sygnatu o rozregulowaniu procesu. W tablicy

6.13 zestawiono reguty generowania tych sygnalow w réznych wariantach karty
kontrolnej X.

Tablica 6.13
Karta kontrolna X ; generowanie sygnatow o rozregulowaniu
monitorowanego procesu

Hipoteza Punktowy sygnat Prawdopodobienstwo
o rozregulowaniu fat "
zerowa alternatywna ma miejsce wéwczas alszywego sygnatu
Ho H, ody o rozregulowaniu
Y’[ < )Td t lub
Hxt = Ho Mt # Ho ] 20
t = Xgt
Mt < Ho Kyt > Ho X = Xg ¢ a
Mt = Ho Ht < Ho X < Xq ¢ a

Przyklad 6.7

Wagg laboratoryjng wykorzystywano do seryjnego przygotowywania 10-gra-
mowych odwazek pewnej substancji. W celu sprawdzenia, czy waga ta funkcjo-

nuje prawidtowo, wykonywano okresowo n = 5 niezaleznych kontrolnych wa-
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zen, umieszczajac kazdorazowo na szalce 10-gramowy wzorcowy odwaznik
zamiast odwazki substancji. Zat6zmy tez, ze precyzja wagi jest znana i wynosi
oy = 0,2 g. Podczas trzech poczatkowych kontroli uzyskano wyniki przedsta-
wione w tablicy 6.14. Dokonajmy analizy uzyskanych wynikéw za pomocg kar-
ty kontrolnej X, przyjmujgc przy tym poziom istotnosci & = 0,05. Formutujemy
hipotezy:

AHo: g = 10=10, A Hi: gy # 1o = 10.
t t

Tablica 6.14
Wyniki do§wiadczenia
t
i 1 2 3
X1 Xai X3

1 10,1 10,3 10,4
2 10,2 10,1 10,5
3 9,6 9,7 10,3
4 9,8 10,0 10,0
5 10,1 9,8 10,5
> 49,8 49,9 517
1

X 9,96 9,98 10,34

Zrodlo: badania wiasne.

Mamy wigc do czynienia z dwustronnym schematem kontrolnym i w zwigz-
ku z tym nalezy wyznaczy¢ zaréwno Xy, jak i Xy, przyjmujac przy tym w row-

naniach (6.48) i (6.50) Uy, = Ugges = 1,96. Po podstawieniu wartosci do tych
wzorow i wykonaniu obliczen otrzymujemy:

X4 =10—1,96-£z10—0,18=9,82, Xq =10+1,96-£z10+0,18=10,18.

J5 5

Majac te warto$ci, mozemy sporzadzi¢ diagram przegladowy wedtug schematu
przedstawionego na rys. 6.7, na ktéry bedziemy kolejno nanosi¢ wartosci X
z ostatniego wiersza tablicy 6.14. Diagram ten przedstawiono na rys. 6.8. Jak
wida¢, zarowno X; = 9,96, jak i X, = 9,98 nie daja podstaw do odrzucenia wery-
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fikowanej hipotezy zerowej. Sygnatem ostrzegajacym o rozregulowaniu uzywa-
nej wagi technicznej jest natomiast punkt o wspotrzednych t = 3 i X, = 10,34,
albowiem lezy on ponad gérng linig kontrolng. Prawdopodobienstwo zdarzenia
losowego polegajacego na tym, ze sygnat ten jest fatszywy, wynosi a = 0,05.
W praktyce oznacza to, ze wage nalezy poddac regulacji, a odwazki substancji
przygotowane w okresie od t = 2 do t = 3 nalezy ponownie przewazyc.

%, A ® (3;10,34)
10,18 Xg = 10+1,96% ~1018
10 .
(1; 9,96) (2;9,98)
9,82 Xq = 10—1,96% ~ 982

R
o

0 1 2 3 t

Rys. 6.8. Diagram przegladowy karty kontrolnej X

Karta kontrolna X, ktora — jak to juz powiedziano powyzej — jest w istocie
niczym innym jak sekwencja testow U, stwarza pewne nowe mozliwosci w za-
kresie analizy tzw. sekwencyjnych sygnalow ostrzegawczych, ktorych to mozli-
wosci nie daje standardowy test u. W celu omowienia tego problemu rozpatrzmy
przypadek, gdy w kolejnych punktach t weryfikowana jest hipoteza Ho: z4: = 1o
wobec hipotezy alternatywnej Hi: g4 # wo. Jesli prawdziwa jest hipoteza zero-
wa, to kolejno uzyskiwane wartosci X, powinny si¢ lokowac¢ losowo po obu stro-
nach linii centralnej. Jesli z4¢ > o, to powinno to doprowadzi¢ do sygnatu
X > X, , 1 analogicznie, jesli z4; < tp, to powinniSmy uzyska¢ sygnat X, <X .
Jesli jednak odchylenia z4: wzgledem 4 sg niewielkie, to mimo Ze kolejne hipo-
tezy zerowe Ho: z4: = 1o sa falszywe, prawdopodobienstwo uzyskania sygnatu
punktowego tylko nieznacznie wzrasta ponad a. W takiej sytuacji celowe moze
si¢ okaza¢ §ledzenie polozenia kolejnych punktow (t, X, ) na diagramie przegla-
dowym. Wyrazne grupowanie sie tych punktow tylko powyzej albo tylko poni-
zej linii centralnej moze by¢ podstawa do odrzucenia hipotezy zerowej:

Hot A iy = to (6.51)
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na korzy$¢ hipotezy alternatywne;j:
Hi: \r/ t/>\r My > Mo (6.52)
albo tez na korzys$¢ hipotezy alternatywne;j:
H_: \r/ t/>\r Hyy < M- (6.53)

Technika weryfikacji hipotezy (6.51) wobec hipotez alternatywnych (6.52),
(6.53) moze polegac, na przyktad, na obliczaniu w kazdym punkcie t warto$ci:

- 1, -
X s =§(xt + Xt X)) (6.54)
gdzie s jest dtugoscia badanej sekwencji.

Linie kontrolne dla tej dodatkowej charakterystyki maja nastgpujace row-
nania:

— (o}
Xgs = Mo +U, \/sx_n , (6.55)
Ky s = Ho — Uy —2=. (6.56)

Jsn

Zauwazmy, ze jeSli wartosci « i N sg ustalone, t0 X5 o <Xq 1 Xq¢>Xg. Jesli
Yt,s > Yg,s >
natywne;j (6.52). Jesli natomiast X, ; <X ¢, to hipoteze zerowg (6.51) nalezy od-

to nalezy odrzuci¢ hipoteze zerowa (6.51) na korzy$¢ hipotezy alter-

rzuci¢ na korzysc¢ hipotezy alternatywnej (6.53).

6.6.1.2. Karta kontrolna X -5

Karta kontrolna X — s zostata opracowana dla potrzeb statystycznej kontroli
jakosci do jednoczesnej kontroli wartosci oczekiwanej (z4) i odchylenia standar-
dowego (ox) zmiennej diagnostycznej X. Jest to karta dwutorowa. Tor X stuzy
do weryfikacji hipotez dotyczacych wartosci oczekiwanej z. Jego funkcjono-
wanie jest analogiczne do funkcjonowania karty kontrolnej X omowionej
w punkcie 6.6.1.1. Obecnie omowimy konstrukcje 1 funkcjonowanie toru kon-

trolnego s, albowiem moze on by¢ efektywnie wykorzystany rowniez poza staty-
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styczng kontrolg jakosci, gdy zachodzi potrzeba weryfikacji oméwionych w roz-
dziale 5 hipotez zerowych (5.84), (5.85) i (5.86) w odniesieniu do pewnego
ciggu zmiennych losowych Xy, X;, ..., Xy, ..., 0 hipotetycznie jednorodnych od-
chyleniach standardowych. Konstrukcje toru kontrolnego s przedstawiono
schematycznie na rys. 6.9. Na osi odcietych odktadamy kolejne chwile pobiera-
nia probek z obserwowanego procesu stochastycznego {X:}. Na osi rzednych
odktadamy natomiast wartos$ci odchylen standardowych z probki (s;). Lini¢ cen-
tralng wykreslamy na wysoko$ci o i jest ona rownolegta do osi t niezaleznie od
zmian liczebnosci probek (ny) i ewentualnych zmian poziomu istotno$ci (a)
w czasie badania.

A poun
S Sg =00\ "5
Sg
gorna linia kontrolna
Oop
linia centralna
XZ
_ n-1;1-a
S¢ =9 n—1
Sy —
dolna linia kontrolna
>
0 t

Rys. 6.9. Tor kontrolny s

Réwnania linii kontrolnych przedstawiaja si¢ nastepujaco:

2
An—Lx
O 4| ——, (6.57)
n -1

2
Xn -11-x
Sq.¢ =0y /— (6.58)
n —1

W przypadku gdy /t\ Ny = n, mamy:

Sgt =



307

S, = — 6.59

g O-O n—l ( )
ZZ 1,1

S, = Zn=l-e 6.60

4 =90\ (6.60)

Linie kontrolne wykres$lone wedtug tych roéwnan sg rownoleglte do linii central-
nej, jak to pokazano narys. 6.9.

W przypadku gdy pobierane do badania probki sg liczne (n; > 30), linie kon-
trolne moga by¢ wykreslane wedtug roéwnan:

u
Sy =0y | 1+—2= |, 6.61
ool g o

S41 = 0 [1— J“;T] (6.62)
t

Po ustaleniu liczebnosci probek ( /\ n, = n) wzory te przybierajg posta¢:
t

5 = 0% (1+%J, (6.63)
54 =0, (1—%}. (6.64)

Linie kontrolne wykres§lone wedtug tych rownan, podobnie jak linie kontrol-
ne wykreslone wedtug (6.59) i (6.60), sa rownolegte do linii centralnej. W przy-
padku gdy w kazdym punkcie t weryfikujemy hipoteze zerowa Ho: oyt = oy Wo-
bec hipotezy alternatywnej Hy: oy # oo, wykreslamy zaréwno gorng, jak i dolng
lini¢ kontrolng, a prawdopodobienstwo popetnienia btgdu pierwszego rodzaju
wynosi wowczas 2a. Na diagram przegladowy (rys. 6.9) przygotowany wedtug
omowionych powyzej zasad nanosimy kolejne punkty (t, s;). Weryfikowana hipo-
teza zerowa zostaje odrzucona wéwczas, gdy pojawi si¢ tzw. punktowy sygnat
o rozregulowaniu procesu (tablica 6.15). Jesli chcieliby$my, by w schemacie
dwustronnym prawdopodobienstwo fatszywego sygnatu wynosito «, to w od-
powiednich réwnaniach linii kontrolnych nalezatoby przyja¢ 1 — /2 zamiast
1 - aoraz af2 zamiast c.
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Tablica 6.15
Karta kontrolna X —s; generowanie sygnalow o rozregulowaniu procesu na torze S

Hipoteza Punktowy sygnat Prawdopodobienstwo
zerowa alternatywna o rozregulowaniu fatszywego sygnatu
Ho H, ma miejsce wowczas, gdy 0 rozregulowaniu
Oxt= Oy Oxt # Op Syt = Sg lub Sy < Sy 2

Ot < O Ot > O Skt 2 Sq
Oyt 2 Op Oyt < Op Syt < Sy

Zwrocmy jeszcze uwage na to, ze karta kontrolna X — S nie jest prostym zto-
zeniem toru kontrolnego X i toru kontrolnego s,. Ujawnia si¢ to szczegolnie wy-
raznie w procesie analizy sekwencyjnych sygnaldw o rozregulowaniu procesu.
W omawianym schemacie kontrolnym z sygnalem sekwencyjnym mamy do
czynienia nie tylko wowczas, gdy kolejne punkty (t, s;) grupujg si¢ w poblizu
linii kontrolnej, ale takze wowczas, gdy kolejne punkty (t, X; ) wykazuja nad-
mierny rozrzut na torze kontrolnym X .

6.6.1.3. Karta kontrolna X —r

Zakres stosowania, konstrukcja i zasady funkcjonowania karty kontrolnej
X — I sg takie same jak w przypadku karty X —s. Roznica polega jedynie na tym,
ze do weryfikacji hipotez zerowych dotyczacych odchylen standardowych (o)
kolejnych zmiennych losowych X;, X, ..., X; .. wykorzystuje si¢ rozstgp
z probki (ryy).

Przypomnijmy, ze jesli realizacje zmiennej losowej Xy, ..., Xi, ..., X, uporzad-
kujemy w ten sposob, ze Xy < ... < X < ... < Xq), t0 rozstepem z probki nazywa-
my roznice Iy = X — X). Uzyskiwane w ten sposob wartosci sa realizacjami
zmiennej losowej R,. Indeks n umieszczamy przy symbolu zmiennej dla podkre-
Slenia, ze jej rozklad zalezy od liczebnoSci probki. Wykorzystujac podane
w rozdziale 4 zalezno$ci miedzy odchyleniem standardowym (o) a rozstepem
z probki (r,), mozemy napisa¢ rownanie linii centralnej i rOwnania linii kontrol-
nych. Linia centralna wykreslana jest na poziomie:

o = oun. (6.65)
Potozenie linii kontrolnych wyznacza si¢ wedtug nastepujacych wzordw:
Mg = 0o(dn + UskKn), (6.66)
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I = 0o(dn — Ugkp). (6.67)

Tablica 6.16
Karta kontrolna X —r; generowanie sygnalow na torze r

Hipoteza Punktowy sygnat Prawdopodobienstwo
zerowa alternatywna 0 rozregulowaniu falszywego sygnatu
Ho H, ma miejsce wowczas, gdy 0 rozregulowaniu
Oyt = Op Oyt # Op Mg Mg lubry <rng 2a
ot < Op Oxt > Oy Mt=Tng a
Oxt 2 Oy Oxt < Op Mt < Tng a

Warto$ci wspotczynnikow d, i k, podane sg w tablicy V, zamieszczonej

w aneksie. Zauwazmy, ze w przypadku karty kontrolnej X — r liczebno$¢ probki

powinna by¢ ustalona (/\ n; = n). Zmiana liczebnosci probki powoduje tu bo-
t

wiem nie tylko zmiane¢ potozenia linii kontrolnych (jak w przypadku kart kon-
trolnych X i X-s), ale rbwniez zmiane pot0zenia linii centralnej. Przyjmujac
w réwnaniach (6.66), (6.67) u,;, (zamiast u,), otrzymujemy dwustronny schemat
kontrolny, w ktorym prawdopodobienstwo falszywego sygnatu wynosi a. Wy-
generowanie sygnatu punktowego powoduje odrzucenie weryfikowanej hipotezy
zerowej 1 przyjecie odpowiedniej hipotezy alternatywnej. Brak punktowego sy-
gnatu o rozregulowaniu oznacza brak podstaw do odrzucenia weryfikowanej
hipotezy zerowej. Zasady generowania sygnatéw podano w tablicy 6.16.

6.6.1.4. Karta kontrolna z i karta kontrolna w

Wezmy obecnie pod uwage przypadek, gdy monitorowanie procesu polega
na $ledzeniu wskaznika struktury albo frakcji. Weryfikacji poddaje si¢ wowczas
jedng sposrod zdefiniowanych w poprzednim rozdziale hipotez zerowych
(5.110)—(5.112). Wybrang hipoteze zerowa weryfikuje si¢ wobec jednej sposrod
hipotez alternatywnych (5.113)—(5.115). Jesli zachodzi potrzeba powtarzania tych
dziatan w odniesieniu do pewnego ciagu zmiennych losowych Z,, Z,, ..., Zi, ...,
zdefiniowanych w rozdziale 1 wzorem (1.62), albo tez w odniesieniu do odpo-
wiedniego ciggu zmiennych losowych Wy, Wy, ..., W,, ..., (zdefiniowanych wzo-
rem (1.67)), to mozna postuzy¢ si¢ karta kontrolng z albo karta kontrolng w.
W literaturze angielskoj¢zycznej karta kontrolna z 0znaczana jest symbolem np,
natomiast karta kontrolna w symbolem p. Konstrukcja i zasady funkcjonowania
tych procedur kontrolnych sg w ogoélnych zatozeniach takie same jak w przy-
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padku omoéwionych powyzej kart kontrolnych X, X— s i X— r. Dlatego tez
ograniczymy si¢ tu do podania rownan linii centralnych i linii kontrolnych oraz
schematéw decyzyjnych.

Karta kontrolna z

Z monitorowanego procesu pobiera si¢ kolejne probki losowe o stalej licz-
nosci n. Na podstawie wynikéw badania kazdej probki oblicza si¢ warto$¢ na-
stepujacej charakterystyKki:

n
Z=Y X (6.68)
i1

gdzie x.; jest i-ta realizacja zmiennej losowej zero-jedynkowej X Obliczone
wartos$ci z; nanosi si¢ na diagram przegladowy o konstrukcji pokazanej na rys.
6.7-6.9. Lini¢ centralng wykresla si¢ na poziomie npo, przy czym n jest liczno-
Scig probki losowej pobieranej jednorazowo do badania, natomiast p, 0znacza
postulowang albo graniczng wartos¢ wskaznika struktury (frakcji), ustalang za-
zwyczaj na podstawie przestanek pozastatystycznych. Potozenie goérnej linii
kontrolnej (z,) i dolnej linii kontrolnej (z4) wyznacza si¢ na podstawie nastgpuja-

cych wzoréw:
Zg = NPo + Uq /NPy (1= Pg) | (6.69)
Zg = NP — Ug /NPy (L— Py) , (6.70)

przy czym u, jest taka warto$cia zmiennej U o rozktadzie N(0; 1), ze:
PU>u,) =«.

Tablica 6.17
Karta kontrolna z; generowanie sygnalow o rozregulowaniu procesu

Hipoteza Punktowy sygnat Prawdopodobienstwo
zerowa alternatywna 0 rozregulowaniu falszywego sygnatu
Ho H, ma miejsce wowczas, gdy 0 rozregulowaniu
P=Po P # Po Z;224lub z, < 74 2a
P = pPo P>Po 7 2 74
P = Po P <Po <14
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Przyklad 6.8

Monitorowano proces produkcji pewnego wyrobu sztukowego. Z biezacej
produkcji pobierano probki losowe o stalej licznosci n = 50. Kazda jednostke
produktu oceniano alternatywnie, kwalifikujac ja do kategorii jednostek zgod-
nych z wymaganiami albo do kategorii jednostek niezgodnych z wymaganiami.
Zgodnie ze wzorem (1.61), jednostkom zgodnym przyporzadkowywano warto$¢
Xi = 0, natomiast jednostkom niezgodnym przyporzadkowywano warto$¢ X;; = 1.
Zrealizowane wartosci obserwowanej zmiennej diagnostycznej Z obliczano we-
dhug wzoru (6.68), przy czym n = 50. Uzyskiwane w ten sposob warto$ci z
oznaczajg liczbe jednostek produktu nie spemiajacych wymagan jakosciowych,
w probee o licznosci n = 50. W poczatkowych 10 krokach postepowania kontrol-
nego uzyskano nastgpujace rezultaty:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Z 0 3 2 3 7 4 2 0 2 2

Kierownictwo przedsigbiorstwa ustalito, Zze najwicksza dopuszczalna frakcja
jednostek produktu nie spetniajgcych wymagan jako$ciowych moze wynosi¢
Po = 5%. Celem monitorowania procesu byto wykrycie punktow jego rozregu-
lowania. W tym celu w kazdym kroku postgpowania weryfikowano hipoteze
zerowg (5.111) wobec hipotezy alternatywnej (5.115). Jesli prawdziwa jest hipo-
teza zerowa (5.111), a wiec jesli rzeczywista frakcja niezgodnych jednostek pro-
duktu (p) nie przekracza ustalonej wartosci p, = 5%, to monitorowany proces
jest uregulowany. Jesli natomiast p > po = 5%, a wiec jesli prawdziwa jest hipo-
teza alternatywna (5.115), to monitorowany proces jest rozregulowany. Prawdo-
podobienstwo wyemitowania falszywego sygnatu o rozregulowaniu procesu
ustalono na poziomie a = 0,01. Diagram przegladowy przedstawiono na
rys. 6.10.

W przedstawionej sytuacji tylko gorna linia kontrolna jest granica regulacji
procesu. Potozenie tej linii na diagramie przegladowym wyznaczono wedtug
rownania (6.69):

4 =50-0,05+2,326-4/50-0,05-0,95=2,5+2,326-1,541~ 6,1.
Lini¢ centralng wykreslimy na poziomie 2,5. Jest to oczekiwana liczba jednostek

produktu nie spetniajagcych wymagan jakosciowych, w probee o licznosci n = 50,
gdy p = po = 0,05.
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Rys. 6.10. Diagram przegladowy karty kontrolnej z

Karta kontrolna w

Z analizy podanych powyzej rownan wynika, ze karta kontrolna z zachowuje
swa praktyczng uzyteczno$¢ wowczas, gdy kolejne probki losowe pobierane do
badania maja taka samag liczebno$¢. Jesli warunek ten nie jest spetniony, to nie
tylko warto$ci z4 i z4, ale rowniez potozenie linii centralnej powinno by¢ kory-
gowane po kazdej zmianie liczno$ci probki. Konieczno$¢ dokonywania tylu
zmian przekresla uzyteczno$¢ karty z jako graficznego algorytmu weryfikacji
hipotez zerowych (5.110)—(5.112). Znacznie mniej pracochtonny moze si¢ wow-
czas okaza¢ algorytm numeryczny, jakim jest test u, oméwiony w podrozdziale
5.4. Lepszym rozwigzaniem jest w takiej sytuacji zastosowanie karty kontrolnej
w. Karta ta jest mniej wrazliwa na zmiany liczebno$ci probek. Mniejsza wrazli-
woS$¢ polega na tym, Ze linia centralna wykre$lana jest na poziomie py i jej poto-
zenie nie zalezy od liczebnosci probki (n). Korekt wymagaja tylko linie kontrol-
ne. Obserwowana charakterystyka z probki ma postac:

m:%, (6.71)
t

gdzie warto$¢ z; wyznacza sie wedtug wzoru (6.68), natomiast n; jest liczebno-
$cig probki o numerze t. Obliczone w ten sposob warto$ci W; nanosi si¢ na dia-
gram przegladowy (rys. 6.7-6.10). Potozenie gornej linii kontrolnej (wy) i dolnej
linii kontrolnej (wq) wyznacza sie¢ wedtug nastepujacych wzorow:
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Wq ¢ = Po +U, fﬁ%flhl, (6.72)
t

1—
Wd,t = pO_uou pO(n pO) (673)
t

We wzorach tych — analogicznie jak poprzednio — u,, jest kwantylem rzedu 1 — a
zmiennej losowej U o rozktadzie N(0; 1), a wiec taka wartosciag, ze P(U > u,) = a.
Linie kontrolne wykreslone wedlug tych rownan s3 liniami tamanymi o wierz-
chotkach (t, wg,) oraz (t, wq,) i powinny by¢ one stopniowo przedtuzane w ko-
lejnych krokach badania.

Tablica 6.18
Karta kontrolna w; generowanie sygnatéw o rozregulowaniu procesu

Hipoteza Punktowy sygnat Prawdopodobienstwo
zerowa alternatywna 0 rozregulowaniu fatszywego sygnatu
Ho H, ma miejsce wowczas, gdy 0 rozregulowaniu
P =Po P # Po W > Wy lub w < wy 2a
P <po P> po Wi = W
P =po P <Po Wy < Wy

Je$li mozna zapewni¢ stalg licznos¢ w kolejnych prébkach pobieranych do
badania, to kolejne wartosci w; oblicza si¢ wedlug wzoru:

Uproszczeniu ulegaja tez oczywiscie wzory, wedlug ktorych wyznacza si¢ poto-
zenie linii kontrolnych. Mamy mianowicie:

Wy = Py +U, —pO(ln_ Po), (6.75)

%:%-%[&%?@. (6.76)

Sa to linie réwnolegte do linii centralnej, wykreslonej na poziomie po.
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6.6.1.5. Karta kontrolna c i karta kontrolna u

Karty kontrolne ¢ i u znajdujg zastosowanie wowczas, gdy monitorowang
charakterystyka procesu jest wskaznik natezenia, a nie wskaznik struktury (frak-
cja), jak w przypadku omdéwionych powyzej kart kontrolnych z i w. Przypo-
mnijmy, ze wskaznik nat¢zenia opisuje stosunek dwoch réznych, ale powigza-
nych ze soba zjawisk. Wskaznikiem nat¢zenia jest — na przyklad — gestosé
zaludnienia mierzona liczbg mieszkancow przypadajacych na 1 km? liczba
uczniow przypadajacych na jednego nauczyciela, liczba lekarzy przypadajacych
na 10000 mieszkancow. Wskaznikami natezenia czesto wykorzystywanymi
podczas monitorowania réznego rodzaju procesOw s3g np. wymienione ponizej
charakterystyki:

— liczba wad (albo niezgodnos$ci) w okreslonej umownej jednostce produktu.
Charakterystyke te wykorzystuje si¢ czesto podczas monitorowania procesow
produkcyjnych dla potrzeb zarzagdzania jakoscia;

— liczba bledow technologicznych popetnianych w okre§lonym, umownym
przedziale czasu trwania procesu produkcji albo procesu $wiadczenia ustugi.
Stosowanie tej charakterystyki jest oczywiscie mozliwe tylko wowczas, gdy na-
tezenie obserwowanego procesu jest wyrownane w catym okresie jego monito-
rowania.

W kazdym z wymienionych przypadkoéw, a takze w innych podobnych sytu-
acjach, obserwowang charakterystyke procesu traktuje si¢ jako zmienng losowa
o rozkladzie Poissona. Rozktad ten omowiliSmy w rozdziale 1 (zob. punkt
1.4.1.3). Jesli podczas monitorowania procesu $ledzone sa zmiany jednej z wy-
mienionych powyzej albo innej podobnej charakterystyki, to najczesciej mamy
do czynienia z prawostronnym schematem kontrolnym. Nalezy pamigtaé, ze
monitorowanie procesu podejmuje si¢ zwykle w celu wykrycia zaburzen w jego
przebiegu, a tylko zbyt duza liczba wad lub niezgodnoO$ci przypadajaca na
umowna jednostke produktu albo zbyt duza liczba btedow popetnianych w usta-
lonym przedziale czasu $wiadczg o rozregulowaniu procesu. Ma to ten skutek,
ze najczgsciej w kazdym kroku (t = 1, 2, ...) postepowania kontrolnego weryfi-
kacji poddaje si¢ hipoteze zerowa postaci:

Ho: Ant < Ao (6.77)
wobec hipotezy alternatywnej
Hi: At > Ano- (6.78)

Hipoteza zerowa odpowiada stanowi uregulowania, natomiast hipoteza alterna-
tywna odpowiada stanowi rozregulowania monitorowanego procesu. W hipote-
zach tych symbol J,,; moze np. oznaczaé:
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— rzeczywista (a nie postulowang) przecigtng liczbe wad lub niezgodnosci
w ustalonej umownej jednostce produktu (m), w chwili t,

— rzeczywista (a nie postulowang) przecietng liczbe btedoéw technologicz-
nych popelianych w umowne;j jednostce czasu trwania monitorowanego procesu.

Symbol 1, 0znacza natomiast postulowana, najwiekszg dopuszczalng war-
to§¢ charakterystyki A,

Zauwazmy, ze wymienione powyzej, a takze inne podobne charakterystyki
moga by¢ wykorzystywane nie tylko do wykrywania zaburzen w przebiegu mo-
nitorowanego procesu, ale rowniez do ujawniania korzystnych zmian w tym
procesie. W takiej sytuacji w kazdym kroku postgpowania kontrolnego weryfi-
kuje si¢ hipotezg zerowa:

Ho! Amt 2 Amo (6.79)

wobec hipotezy alternatywnej:

Hyi: Ant <Amo- (6.80)

Mamy wowczas do czynienia z lewostronnym schematem kontrolnym. Warto$¢
Jmo — podobnie jak w przypadku schematu prawostronnego — jest tu interpreto-
wana jako kres gorny przedzialu pozadanych (korzystnych) stanéw procesu.
Mozliwy jest tez oczywiScie, chociaz w praktyce nie posiadajacy wigkszego
znaczenia, dwustronny schemat kontrolny.

Karta kontrolna c

Procedura ta moze by¢ stosowana do monitorowania procesu wowczas, gdy
parametr m moze by¢ utrzymany na stalym poziomie podczas catego badania.
Oznacza to wigc np., ze w kazdym kroku (t =1, 2, ...) postepowania kontrolne-
go badana jest umowna jednostka produktu sktadajaca si¢ z m jednostek rzeczy-
wistych albo ze btedy technologiczne zliczane sa zawsze w przedziale czasu
o takiej samej dtugosci m. Dodajmy, ze jesli m jest dlugoscig przedziatu czasu,
to wymaga si¢ dodatkowo, by natezenie monitorowanego procesu byto — jak to
juz powiedziano powyzej — wyrOwnane w catym okresie podlegajacym badaniu.
W rozwazanej sytuacji obserwowana charakterystyka z proby ma postac:

m
C =, Z (6.81)
i=1

gdzie zy jest liczbg wad lub niezgodnos$ci stwierdzong w i-tej elementarnej jed-
nostce produktu, liczbg btedéw popelionych w i-tej elementarnej jednostce
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czasu albo inng podobna charakterystyka odnoszaca si¢ do elementarnej jed-
nostki badanej probki.

Warto$ci C; obliczone wedlug powyzszego wzoru nanosi si¢ na diagram
przegladowy, na ktorym wczesniej wykreslono lini¢ centralng i odpowiednia
lini¢ kontrolng. W rozwazanej tu sytuacji lini¢ centralng wykresla si¢ zawsze na
poziomie /0, natomiast potozenie linii kontrolnej zalezy od celu badania. Jesli
monitorowanie procesu ma na celu wykrycie momentdw jego rozregulowania,
a wiec jesli realizowany jest wspomniany powyzej prawostronny schemat kon-
trolny, to wykresla si¢ zwykle tylko jedng, gorna lini¢ kontrolna, ktorej potoze-
nie na ptaszczyznie diagramu przegladowego wynika z rGwnania:

gdzie u, — analogicznie jak poprzednio — jest kwantylem standaryzowanej nor-
malnej zmiennej losowej U, spetniajgcym warunek P(U > u,) = o

Jesli w konkretnej sytuacji stosowany jest lewostronny schemat kontrolny, to
polozenie linii kontrolnej wyznacza si¢ wedlug wzoru:

Cy = Amo —Ug[Amo- (6.83)

Sygnaly o zmianie stanu monitorowanego procesu generowane sg wedtug regut
przedstawionych w tablicy 6.19.

Tablica 6.19
Karta kontrolna c; generowanie sygnatow o zmianie stanu procesu
Hipoteza Punktowy sygnat Prawdopodobienstwo
0 zmianie stanu fatszywego
zerowa alternatywna monitorowanego procesu | sygnatu o zmianie stanu
Ho H, emitowany jest, gdy procesu
it < 2mo Amt > Amo Ct > Cy a
Amt Z Amo At < Amo ce<Cy a
Przyklad 6.9

Monitorowano proces ksiegowania w banku, w ktorym w ciagu kazdego
dnia rejestrowano kilkaset operacji finansowych. W tym celu codziennie pobie-
rano losowo probke o licznosci m = 100 dokumentéw zrodtowych i zliczano
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btedy popetnione podczas ksiggowania. W rezultacie obserwacji poczynionych
w kolejnych o$miu dniach badania uzyskano nastgpujace wyniki:

Numer dnia (t) 1 2 3 4 5 6
Liczba bleddw (c;) 1 2 0 6

Kierownictwo banku ustalito, ze proces ksiggowania przebiega zadowalaja-
co, jezeli przecigtna liczba popetionych bledow przypadajaca na m = 100 ope-
racji nie przekracza Aygoo =2,5. Nalezy skonstruowaé¢ odpowiednig karte kon-
trolng do analizy powyzszych danych. Celem podjetego monitorowania byto
wykrycie ewentualnych objawow pogorszenia jakosci procesu ksiggowania.
Prawdopodobienstwo zbednej regulacji procesu ustalono na poziomie « = 0,05.
Mamy tu do czynienia z prawostronnym schematem kontrolnym. W kazdym
dniu weryfikowana byta hipoteza zerowa Hy: 49 <2,5 wobec hipotezy alter-
natywnej Hy: A0: > 2,5.

Przebieg monitorowania procesu przedstawiono na rys. 6.11. Lini¢ centralng
wykreslono na poziomie A;000 = 2,5, natomiast potozenie gornej linii kontrolnej
wyznaczono wedtug rownania (6.82). Po podstawieniu wartosci do tego wzoru
mamy:

Cyg =2,5+1,645{2,5=2,5+2,6=51.

Wartos$¢ Ugos = 1,645 odczytano z ostatniego wiersza tablicy 11, zamieszczonej
w aneksie.

Ct
g 4
8 1 °
7 4
6T *
N granica
[ S YT g st untynpogd
i ; regulacji procesu
44 Do ’ :
3t e i
I SO AT AP linia centralna
2 T Q ,', “‘
14+ e : )
I T S
T T T T hd T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 t

Rys. 6.11. Diagram przegladowy karty kontrolnej ¢
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Jak wynika z przeprowadzonych badan, w dwoch dniach (t = 4 i t = 8) zaob-
serwowano rozregulowanie procesu ksiegowania. W tych dniach zaobserwowa-
na liczba bledow ksiggowania przekroczyla wartos¢ ¢, = 5,1. Oznacza to ko-
niecznos¢ odrzucenia hipotezy zerowej gloszacej, ze Aot < Aig00= 2,5, Na
korzys$¢ hipotezy alternatywnej, wedlug ktorej Aigo¢ > Az000 = 2,5. Prawdopodo-
bienstwo zdarzenia losowego polegajacego na tym, ze podjeta decyzja jest bled-
na, nie przekracza a = 0,05. W

Karta kontrolna u

Jesli w czasie catego badania nie mozna utrzymac¢ na statym poziomie licz-
nosci probek albo dtugosci obserwowanych przedzialow czasu, to zastosowanie
karty kontrolnej c staje si¢ niemozliwe, albowiem uzyskiwane empirycznie war-
tosci C; sg nieporownywalne. W takiej sytuacji oblicza si¢ wartosci nastgpujace;j
charakterystyki z préby:

U =%, (6.84)
t

gdzie m; oznacza liczno$¢ proby pobranej do badania albo dtugo$¢ obserwowa-
nego przedziatu czasu, w kolejnym kroku badania o numerze t. Odpowiedniego
przeksztatcenia wymagaja oczywiscie rowniez wszystkie parametry procedury
kontrolnej. Lini¢ centralng wyznacza si¢ na poziomie:

Mo= leO (6.85)

Obliczona w ten sposob warto$¢ 4, jest najwicksza dopuszczalng, przecigtng
liczbg wad lub niezgodnoS$ci przypadajgca na elementarng jednostke produktu,
najwigksza przecigtng liczba bledow technologicznych przypadajaca na elemen-
tarng jednostke czasu trwania monitorowanego procesu albo inng podobng charak-
terystykg. W przypadku karty kontrolnej u, podobnie jak w przypadku omoéwionej
powyzej karty kontrolnej C, najczesciej mamy do czynienia z prawostronnym
schematem kontrolnym. W takim przypadku, w kazdym kroku postgpowania
kontrolnego weryfikacji poddaje si¢ hipotezg zerows:

Ho: A1t <410 (6.86)
wobec hipotezy alternatywnej:
Hi: A1t > Ago. (6.87)

Potozenie gornej linii kontrolnej wyznacza si¢ wedtug wzoru:
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Uge =g +ua\/ﬂr1n:f. (6.88)

w ktorym m; oznacza liczno$¢ probki albo dtugos¢ przedziatu obserwacji w ko-
lejnym kroku postgpowania kontrolnego o numerze t. Jesli m; rosnie, to Ug:
przybliza si¢ do linii centralnej 4,0, i odwrotnie, jesli m; maleje, to ug; oddala si¢
od linii centralnej A, , zZachowujac wzgledem niej réwnolegltosé.

W pewnych sytuacjach — analogicznie jak w przypadku karty kontrolnej ¢ —
znajduje zastosowanie roéwniez lewostronny schemat kontrolny. Weryfikacji
poddaje si¢ wowczas hipoteze zerowa:

Ho: 4142410 (6.89)
wobec hipotezy alternatywnej:

Hi: A1t < Aro. (6.90)
Potozenie dolnej linii kontrolnej wyznacza si¢ wedtug wzoru:

gy = Ao =t 2. (6.91
t

W tablicy 6.20 zestawiono reguly generowania sygnatéw o zmianie stanu ob-
Serwowanego procesu.

Tablica 6.20
Karta kontrolna u; generowanie sygnatow o zmianie stanu procesu
Hipoteza Punktowy sygnat Prawdopodobiefstwo
0 zmianie stanu falszywego
zerowa alternatywna monitorowanego procesu | sygnalu o zmianie stanu
Ho H, emitowany jest, gdy procesu
A< Ao 11> 210 Uy > Ugy a
A122 Ao dat <410 U < Ugy a
Przyklad 6.10

Jako$¢ produktu oceniano na podstawie przecigtnej liczby wad. Najwigksza
przecigtng liczbe wad w elementarnej jednostce produktu ustalono na poziomie
A10= 1,00. Organizacja procesu nie zapewniata statej liczno$ci probek pobiera-
nych do badania w kolejnych krokach procedury (t = 1, 2, ...). Dlatego tez do
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Monitorowania procesu zastosowano karte kontrolng u. W kazdym kroku poste-
powania kontrolnego weryfikowano hipoteze zerowa:

Ho: il.t < 1,00
wobec hipotezy alternatywnej:
H;: /ll.t > 1,00.

Przy wyznaczaniu potozenia gornej linii kontrolnej, ktéra w konkretnym
przypadku byta granica regulacji procesu, przyjeto o = 0,01. W ostatnim wierszu
tablicy Il, zamieszczonej w aneksie, znajdujemy warto$¢ Ugo; = 2,326. Po pod-
stawieniu wartosci liczbowych do wzoru (6.88) mamy wigc:

Uy =1,00+2,326 /@
: m,

Ze wzgledu na duze zréznicowanie licznosci probek pobieranych do badania
w kolejnych krokach postepowania kontrolnego zrezygnowano z wykre§lania dia-
gramu przegladowego. Wyniki badan i ich analize¢ przedstawiono w tablicy 6.21.
W kolumnach 1, 2 i 3 tej tablicy podano rezultaty badania kolejnych dziesigciu
probek. W kolumnie 4 zestawiono wartosci Ui. W punkcie t = 6 pojawit si¢ sygnat
0 rozregulowaniu monitorowanego procesu. Poniewaz warto$¢ Us = 2,21 > Uge =
= 1,62, zatem nalezy odrzuci¢ hipoteze¢ Hy na korzys¢ hipotezy H,, a prawdopo-
dobienstwo zdarzenia losowego polegajacego na tym, ze podjeta decyzja jest
btedna, nie przekracza a = 0,01.

Tablica 6.21
Funkcjonowanie karty kontrolnej u

t My Ct Ut Ug.t Ug.t
1 2 3 4 5 6

1 11 15 1,36 1,7 0,61
2 13 1,44 1,78 0,57
3 7 12 1,71 1,88 0,52
4 13 20 1,54 1,65 0,64
5 10 7 0,7 1,74 0,59
6 14 31 2,21 1,62 0,66
7 13 9 0,69 1,65 0,64
8 9 8 0,89 1,78 0,57
9 12 18 15 1,67 0,63
10 8 8 1 1,82 0,55

Zrbdlo: opracowanie wilasne.
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W kolumnie 6 tablicy 6.21 zestawiono wartosci Ug; obliczone wedtug wzoru
(6.91). Przy obliczaniu tych warto$ci przyjeto a = 0,1. Zastosowane réwnanie
dolnej linii kontrolnej przedstawia si¢ nastgpujaco:

Uy, =1,00-1,282 [0
; m

Warto$¢ Ug; = 1,282 odczytano — analogicznie jak poprzednio — z ostatniego wier-
sza tablicy Il zamieszczonej w aneksie. W rozwazanym przypadku dolna linia
kontrolna stuzy do wykrywania ewentualnych korzystnych zmian w monitorowa-
nym procesie, bedacych skutkiem biernego postepu technologicznego. Jak wynika
z wynikéw przeprowadzonych badan, zmiany takie nie pojawity sic. H

6.6.2. Karty kontrolne sum skumulowanych

6.6.2.1. Monitorowanie warto$ci oczekiwanej normalnej zmiennej losowej

Skoncentrujmy uwage na przypadku, gdy przedziat tolerancji ograniczony
jest tylko prawostronnie. W takiej sytuacji weryfikuje si¢ nastgpujace hipotezy:

Ho: 1= 1o,
Hy: =,

przy czym iy < t4. Hipotezy te sa weryfikowane w kolejnych punktach probko-
wania. Obserwowany proces jest uregulowany, jezeli u < 4. Jezeli natomiast
M > 14, to proces ten uwaza si¢ za rozregulowany. Procedura kontrolna sum
skumulowanych moze by¢ rozwazana jako klasyczna procedura sekwencyjna
realizowana wstecznie (rys. 6.12). Kazdy punkt (n, z,) konczacy sekwencje trak-
towany jest jako poczatek nowego prostokgtnego uktadu wspotrzednych obro-
conego wzgledem uktadu podstawowego o 180°. Na rys. 6.12 pokazano dwa
takie pomocnicze uktady wspoirzednych, a mianowicie n’ 0z; in” 0z, . Wyko-
rzystujac te pomocnicze uktady wspoirzednych, w kazdym kroku postepowania
bada sig¢, czy zaobserwowana dotychczas sekwencja:

0, o = 0
1, Z1 = X1
2, Iy =71+ X=X+ X (692)

3, 3=+ 3= X+ Xo + X3
N,Zhn=Zn g T Xp =X T Xo+ X3+ ...+ X1 T X,
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wystarcza juz do przyjegcia hipotezy alternatywnej. W procedurze kontrolnej sum
skumulowanych taczy sie obszar kontynuacji badan z obszarem przyje¢ hipotezy
zerowej. Przyjmuje si¢ przy tym £ = 0. Kazdorazowe wykreslenie pomocnicze-
go ukladu wspoétrzednych byloby ucigzliwe. Dlatego tez pomocnicze uktady
wspotrzednych zastepuje sie ruchoma maskownicg, ktérg przesuwa si¢ na dia-
gramie przegladowym w miar¢ wydtuzania si¢ obserwowanej sekwencji (6.92).
Na rys. 6.13 przedstawiono sposob wyznaczania parametrow maskownicy. Jak
tatwo zauwazy¢, parametr d jest liczba przeciwng w stosunku do pierwiastka (n)
rownania zg, = b + cn, zmodyfikowanego przez przyjecie = 0. Mozemy wigc
napisac:

2

o 1-f ot m
Zgn= In + n. (6.93)
M m—py o« 2
—Ho
A
z,
n " 1
n 1 0 o7
B e e Pttt A
// I Pie
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Rys. 6.12. Zalezno$¢ miedzy klasyczng procedurg sekwencyjna
a procedurg sum skumulowanych



J
Zy, d
| —————————— |
D l
-« - - )~ —————— — — O — — — — —
" czynna kraw¢dz qz,f’
maskownicy o
\ . Tc
-7 I
— I
B :
I
I
I
I
4 ;
I
I
I
I
i
I r
0 | Zn
I I I I I v I I I

323

Rys. 6.13. Konstrukcja i funkcjonowanie maskownicy w schemacie kontrolnym
z prawostronnym ograniczeniem przedziatu tolerancji

Przyjmujac =0 i przyrownujac rownanie (6.93) do zera, otrzymujemy:

2
o Inl+'u°+’uln=0

=l «

2
o |na+ﬂo+!’1n:0.
Hy — Ho 2

Rozwiazujac to rownanie wzgledem n, otrzymujemy:

_azlna 2 _20'2|na

h = = .
M=ty Mo+t pf—

W konsekwencji:

2
d :_22' In(;’
M~ Hy

albowiem zachodzi zalezno$¢:
d=- Ng.

(6.94)

(6.95)

(6.96)

(6.97)

(6.98)

Drugim parametrem procedury jest kat ¢ (zob. rys. 6.13), pod ktorym czyn-
na krawedz maskownicy BC zastgpujaca lini¢ kontrolng jest nachylona wzgle-
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dem prostej DE, rownolegtej do osi odcigtych n i przechodzacej przez punkt
(n, z,), konczacy w danym momencie obserwowang sekwencje.
Parametr ten wynika wprost z rownania:

o=t tH
2
Mamy mianowicie:
p=arctgc= arctg@. (6.99)

Majac diagram przegladowy oraz maskownice o parametrach d i ¢, postepujemy
wedlug podanego ponizej schematu:

— po naniesieniu na diagram przegladowy kazdego punktu (n, z,), umiesz-
czamy na rysunku maskownice w sposob pokazany na rys. 6.13. Istotne jest
w szczegolnosci to, by punkt D pokrywat si¢ z punktem (n, z,), konczacym ak-
tualnie sekwencjg, oraz by krawedz DE byta rownolegla do osi odcietych n;

— jesli ktorykolwiek punkt nalezacy do sekwencji (6.92) znajdzie si¢ ponizej
czynnej krawedzi maskownicy (lub jej przedtuzenia), to przyjmujemy hipoteze
alternatywna, a prawdopodobienstwo zdarzenia losowego polegajgcego na tym,
ze W rzeczywistosci prawdziwa jest hipoteza zerowa, nie przekracza «;

— jesli zaden z punktow nalezacych do sekwencji (6.92) nie jest ,,maskowa-
ny”, to przechodzimy do nastgpnego kroku procedury. W rozwazanym przypad-
ku prébka skumulowana powiekszona jest o jednostke, a warto$¢ sumy:

n
Z, = Z X
i=1
powickszona jest o warto$¢ X;, odpowiadajacg tej jednostce.

W literaturze przedmiotu oméwiony wyzej algorytm graficzny okreslany jest
najczesciej jako karta kontrolna sum skumulowanych (albo sum kumulacyj-
nych). Wada tego algorytmu jest konieczno$¢ poslugiwania si¢ maskownica,
ktorej czynna krawedz (zob. rys. 6.13) pehni role ruchomej linii kontrolne;j. Nie-
dogodnos¢ te mozna usungé, zastepujac charakterystyke:

charakterystyka postaci:

Zo = (X 19 ¢), (6.100)
i=1
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przy czymn =1, 2, ... Warto$¢ krytyczna dla tak zdefiniowanej charakterystyki
z proby nie zalezy od dtugosci obserwowanej sekwencji (n) i przedstawia sie
nastgpujaco:

2, =d-tg o. (6.101)

Obliczanie warto$ci Z: rozpoczyna si¢ dopiero wowczas, gdy kolejna warto$¢ X;
spetnia nierownos¢:
X; > 19 o. (6.102)

Od takiej wartosci rozpoczyna si¢ podwdjne indeksowanie realizacji zmiennej
losowej X. Indeks i jest indeksem operacyjnym, funkcjonujgcym w ramach ob-
serwowanej sekwencji, natomiast j jest indeksem funkcjonujagcym w catym cy-
klu badan. Jesli w kolejnym kroku postepowania zostanie spetniona nierownosc:

Zn > 74, (6.103)
to przerywa si¢ kumulacj¢ roznic (X — tg ¢) i przyjmuje si¢ hipoteze alternatyw-
na. Nastgpuje tez zerowanie indeksu operacyjnego i. Kumulacj¢ roznic (Xji — tg ¢)
przerywa si¢ takze wowczas, gdy w kolejnym kroku procedury zostanie speinio-
na nierownos¢:

z, <0. (6.104)
J
z,
. obszar przyjeé hipotezy H; f
B o
/
o/
a_ /7
A ¢/
f\ B o— —o
o— —o
! LN ! ! ! N ! ! ! ! o
0 1 2 \3 1 2 \3 1 2 3 4 n
o o
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! .
1 2 3 1 2 3 1 2 3 4 i

| | | | | | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 J

Rys. 6.14. Funkcjonowanie procedury sum skumulowanych ze stala granica regulacji,
przy prawostronnym ograniczeniu przedziatu tolerancji
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Zeruje si¢ wowczas indeks operacyjny i, przechodzi si¢ do $ledzenia znaku roz-
nicy X; — tg ¢; zob. nierowno$¢ (6.102). Funkcjonowanie przedstawionego algo-
rytmu ilustruje rys. 6.14. Na rysunku tym pokazano trzy sekwencje obserwacji
(A, B, C). Sekwencje A i1 B zostaty zakonczone w efekcie spelnienia nieréwno-
Sci z;:3 < 0. Miedzy tymi sekwencjami zaznaczono przerwe wynikajacg z faktu,
7e Xj=s — 19 ¢ < 0 oraz Xj=s — tg ¢ < 0. Sekwencja C zostala zakonczona przyje-
ciem hipotezy alternatywnej. Algorytm graficzny ze stalg granica regulacji moz-
na tatwo przeksztalci¢ w algorytm numeryczny. Funkcjonowanie tego algorytmu
ilustruje schemat pokazany na rys. 6.15.

L

Wprowadzi¢ Pobraé _ *Obliczyé
Zg, 199 element i 7= %19 ¢
Wygenerowaé *OEIiEZ)ic' X

wartosé X In=1n=1;

(5 <o

i Xi n Zi Zn
X1 1 X —tg ¢ X —tg ¢
X2 2 X2—1go | (xi—-tgo)+
+ (X — tg ¢)

Rys. 6.15. Procedura sum skumulowanych ze stata granica regulacji; algorytm
numeryczny przy prawostronnym ograniczeniu przedziatu tolerancji
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W dotychczasowych rozwazaniach zaktadalismy, ze w kazdym kroku poste-
powania sekwencyjnego dostgpna jest jedna realizacja badanej zmiennej loso-
wej, a takze ze obserwowang charakterystyka z proby jest suma tych realizacji.
Nie jest to rozwigzanie jedyne i nie zawsze najlepsze. Jezeli np. wartosci x; wy-
razaja si¢ duzymi liczbami, to wygodniejsze moze si¢ okaza¢ operowanie realiza-
cjami zmiennej losowej X stransformowanymi do postaci x; — i lub (x; — )/ o
Charakterystyka z, przyjmuje woéwczas jedna z nastgpujacych postaci:

2, = 2% = ), (6.105)
i=1

=y it (6.106)
i=1

o

przyczymn=1,2, ...

W pewnych sytuacjach do§wiadczalnych wyniki obserwacji sa mechanicznie
usrednione. Jezeli np. podczas kontroli jednostkowego ciezaru wyrobu jeste§Smy
zmuszeni do jednoczesnego pomiaru masy kilku lub kilkunastu sztuk, to dostep-
ne sa realizacje zmiennej losowe;j:

X~ N[/Aij,

Jm

gdzie m jest liczebno$cig probki pobieranej kazdorazowo do badania. W takiej
sytuacji podczas kontroli wykorzystuje si¢ najczesciej jedng z nastgpujacych
charakterystyk:

5 =V%, (6.107)
i=1
20 =~ ), (6.108)
i=1
2, =Y i, (6.109)
=1 O

gdzie:

,. . (6.110)
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W rozwazanej sytuacji warto$ci Xjr pozostaja nieznane. Znana jest natomiast ich
suma.

Jezeli przedzial tolerancji jest ograniczony tylko lewostronnie, to wowczas
weryfikacji poddaje si¢ nast¢pujace hipotezy:

Ho: 1 = o,
Hoyl =y,
przy czym po > ply.

Uznaje sie, ze wyrob spetnia stawiane mu wymagania jakoSciowe, a proces
produkcyjny jest uregulowany, gdy u > u. Jezeli natomiast [ < L4, to przyjmuje
sig, ze wyrob nie spetnia wymagan jakosciowych, proces produkcyjny jest roz-
regulowany.

Na podstawie diagramu przegladowego stosowanego w procesie sekwencyj-

n
nej weryfikacji hipotez tatwo zauwazy¢, ze wysokie wartosci sumy z, = in

i=1
daja podstawe do przyjecia hipotezy zerowej Ho. Natomiast niskie wartosci tej
sumy przemawiaja na korzy$¢ hipotezy alternatywnej H_;. Ma to swoje konse-
kwencje przy wyznaczaniu parametrow procedury kontrolnej, wykorzystujacej
technike sum skumulowanych. W rozwazanym przypadku parametry te mozna
wyznaczy¢ przyjmujac za punkt wyjscia rownanie dolnej linii kontrolnej zg,

albowiem spetnienie nierownosci Z: <Z4, Jest warunkiem przyjecia hipotezy

H_;. Parametr ¢ wyznaczamy wprost z zalezno$ci:

cototHa
2
Mamy mianowicie:
@zarctg%. (6.111)

Parametr d uzyskujemy w efekcie podanych ponizej przeksztatcen:

2
— +
240 = o In1 ,B+y0 M

Hi—Hy @ 2

2
o plifetian, g

Hai—H « 2
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0 _202|na
0~ 2 2!
H1—Hy

26%Ina B 262 Ina

- . (6.112)
M- ug g —ph

d=-ny=-

Warto$¢ d wyznaczona na podstawie tego wzoru jest ujemna, z zatozenia bo-
wiem yg > ,ufl, a jednoczesnie In a < 0. W algorytmie graficznym warto$¢ d

powinna by¢ wiec odkladana w lewo od kazdego punktu (n, z,) konczacego
sekwencje:

0,0), (I, 20),(2,25), ..., (n,z); n=1,23,... (6.113)

w kolejnych krokach procedury.

W celu wyjasnienia tego wniosku sporzadzono rys. 6.16, na ktorym pokaza-
no ksztatt maskownicy oraz mechanizm generowania sygnatu o rozregulowaniu
procesu produkcyjnego. W miare wydtuzania sie sekwencji (6.113) maskownice
nalezy przesuwa¢ w taki sposob, aby w kazdym kroku postgpowania punkt D
pokrywat si¢ z punktem (n, z,) oraz by odcinek CD byt rownolegty do osi odcig-
tych n. Sygnat o rozregulowaniu procesu produkcyjnego jest generowany wow-
czas, gdy co najmniej jeden punkt nalezacy do sekwencji (6.113) zostanie ,,za-
maskowany”, a wiec gdy znajdzie si¢ powyzej czynnej krawedzi (BC)
maskownicy albo jej przedtuzenia. Sygnat jest wiec generowany wowczas, gdy

n
przyrost sumy z, =in jest zbyt powolny. Zbyt powolny przyrost sumy z,
i=1
przemawia bowiem na korzy$¢ hipotezy H_;: 1= 1. Majac warto$¢ ¢ =tg ¢
oraz d, mozna skonstruowac¢ algorytm graficzny ze stalymi granicami regulacji,
a w dalszej kolejnosci rowniez algorytm numeryczny. W obu algorytmach ob-
serwowang charakterystyka z proby jest suma Z:, ktoérej warto$ci wyznacza sig
wedtug wzoru (6.100). Kumulacj¢ proby rozpoczyna si¢ wowczas, gdy kolejna
warto$¢ X; (gdzie j oznacza indeks biezacy) spetnia nierownos¢ x; < tg ¢. Od tego
momentu uruchamia si¢ indeks operacyjny (i), ktory funkcjonuje we wzorze
(6.100). Sekwencje przerywa si¢ bez podejmowania jakichkolwiek decyzji
W odniesieniu do weryfikowanych hipotez, gdy zostanie spetniona nieréwnos$é¢

z: >0. Powraca si¢ wowczas do §ledzenia znaku kolejnych roznic X; — tg ¢. Ob-
serwowang sekwencje przerywa si¢ takze woOwczas, gdy z: < z; =d-tge.
W takiej sytuacji przyjmuje si¢ hipoteze H_;: 1 = 4. Dodajmy, ze wartos¢ kry-
tyczna z: jest ujemna, gdyz tg ¢ > 0. Takze d przyjmuje wartosci ujemne.
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5 T T T T T T T >
0

Rys. 6.16. Konstrukcja i funkcjonowanie maskownicy w schemacie kontrolnym
z lewostronnym ograniczeniem przedziatu tolerancji

Jezeli przedziat tolerancji jest ograniczony dwustronnie, to wowczas weryfi-
kacji podlega hipoteza zerowa:

Ho: 4= o
wobec hipotez alternatywnych:
Hi =,
Hoatp= gy,
przy czym g < o < .
Obserwowany proces produkcyjny jest uregulowany, a wyrdb speknia sta-
wiane mu wymagania jakosciowe, gdy u = . Jezeli natomiast g < ; lub

M=y, to wyrdb nie spetnia wymagan jakosciowych, a obserwowany proces
produkcyjny uwaza sie za rozregulowany.

Dwustronne procedury kontrolne sg ztozeniem odpowiednich procedur jed-
nostronnych. Na podstawie rownan dotyczacych klasycznej procedury sekwen-
cyjnej, omowionej w rozdziale 5, wyznaczamy obecnie parametry rownowaznej
formalnie procedury sum skumulowanych:

— 1
o) =arctg £l 5 2,
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Mg~ H
¢y = arctlg——-2,

2 —
) = A N L T
M~ Hy a 2

2 — J—
o jpitf Ay, g

M~ H o 2

_O'ZInaer,l—yon:O
Hy — Ho 2

26 Ina

U (- 1)

2
dgy =—"p = _ 20%Ina_ (6.114)

(4~ o)?
W efekcie analogicznych przeksztatcen rownania:

2
_ 1- -
20— _n P Ha—to,

Ho—Ho a 2
otrzymujemy
2
dy =222 (6.115)
(11— o)

Latwo zauwazy¢, ze jezeli warto$¢ a jest ustalona i jezeli gy — tio = to — pL1, 1O
dq) = d). Przy takim zatozeniu sporzadzono rys. 6.17, na ktérym pokazano ma-
skownicg stosowang w dwustronnym schemacie kontrolnym, gdy suma z, ma
posta¢ (6.105). Sposob postugiwania si¢ maskownica jest taki sam jak dotych-
czas. W miar¢ wydluzania si¢ obserwowanej sekwencji postaci (6.113) ma-
skownicg¢ przesuwa si¢ na plaszczyznie diagramu przegladowego. Umieszcza si¢
ja kazdorazowo w ten sposob, by punkt D pokrywat si¢ z punktem (n, z,) i by
odcinek DJ (zob. rys. 6.17) byt rownolegly do osi n. Sygnat o rozregulowaniu
procesu produkcyjnego generuje sie¢ wowczas, gdy chociaz jeden punkt nalezgcy
do sekwencji (6.113) znajduje si¢ powyzej gornej albo ponizej dolnej, czynnej
krawedzi maskownicy. W sytuacji pokazanej na rys. 6.17 nie ma podstaw do
generowania sygnatu o rozregulowaniu obserwowanego procesu produkcyjnego.
Majgc parametry maskownicy, mozna skonstruowa¢ rownowazny algorytm ze
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stalymi granicami, a takze algorytm numeryczny. W obu przypadkach charakte-
rystyka z préby ma postac:

n
*
Zp =2 (v —tg9), (6.116)
i-1
gdzie:
Vi = Xi — L.
A
o G H
F
< day >
E
Q
,// \\\ (P(—l) J
/
/ D oq)
//o-——o
0 .
ST T o T T T T 1
oo’ C n
~—dgy —>
B
4 I

Rys. 6.17. Konstrukcja i funkcjonowanie maskownicy w schemacie kontrolnym
sum skumulowanych z dwustronnym ograniczeniem przedziatu tolerancji

Gorna linia kontrolna, ktérej osiggnigcie lub przekroczenie pocigga za sobg
przyjecie hipotezy H;, ma postac:

Dolna linia kontrolna ma natomiast postac:

Z; = d(_l)tg ¢(_1) < 0 (6118)

Jezeli warto$¢ sumy Z: osiaga lub przekracza (in minus) lini¢ Z;, to wtedy
przyjmuje si¢ hipoteze H_;.
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6.6.2.2. Kontrola odchylenia standardowego normalnej zmiennej losowej

Weryfikacji poddaje si¢ hipoteze zerows:
Ho: 0= o9

wobec hipotezy alternatywnej:
Hi: o= o1,

gdzie op jest najwyzsza dopuszczalna warto$cig odchylenia standardowego o,
natomiast o; jest najnizsza dyskwalifikujaca wartoscia tego odchylenia. Wyrdb
spetnia stawiane mu wymagania jakoSciowe, a proces produkcyjny jest uregu-
lowany, gdy zachodzi nieréwno$¢ o < op. Jezeli natomiast o> o7, to wyrdb nie
spetnia wymagan jako$ciowych, a monitorowany proces produkcyjny jest rozre-
gulowany. Na podstawie omowionych w rozdziale 5 zalezno$ci (5.179)—(5.181)
mozna — analogicznie jak poprzednio — wyznaczy¢ parametry procedury sum
skumulowanych. Parametr ¢ otrzymujemy wprost z réwnania (5.181). Mamy
mianowicie:

2 2 2
@ =arctgc =arctg%lna—12. (6.119)

01 =0p Oy

W celu wyznaczenia parametru d przyjmujemy g =0 w réwnaniu gornej linii
kontrolnej zy, = b + cm, a nastgpnie znajdujemy pierwiastek (ng) tak zmodyfi-
kowanego réwnania. Biorac d = —ng otrzymujemy parametr procedury sum sku-
mulowanych. Mamy wigc:

2
o
obofIn| =L
2 2 2
204507 Ina o)
- —+ >—n=0,
01 —0p 01 —0p
_ 2Ina
0~ 2 2
Inoy —Inoy
i w konsekwencji
2Ina 2Ina

= = , (6.120)
InoZ —Ino? In(d&}

or
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Na podstawie wyznaczonych w ten sposob wartosci d i ¢ (albo tg ¢) mozna
skonstruowaé trzy algorytmy kontrolne, oparte na technice sum skumulowa-
nych. Sg to:

— dwa algorytmy graficzne (z maskownicg albo ze stalg granica regulacji),
a takze

—algorytm numeryczny.

Zasady funkcjonowania tych algorytmow sag takie same jak w przypadku
kontroli warto$ci oczekiwanej (£), przy prawostronnym ograniczeniu przedziatu
tolerancji.

6.6.2.3. Monitorowanie parametru p zero-jedynkowej zmiennej losowej

Niech X oznacza zero-jedynkowg zmienng losowg o parametrze p, omowio-
ng w rozdziale 1 (zob. punkt 1.4.1.1). Skupmy uwage na przypadku, gdy weryfi-
kacji poddaje si¢ nast¢pujace hipotezy:

Ho: p=po,
Hi:p=ps,
przy czym p; > po.

Jest to prawostronny schemat kontrolny, wykorzystywany do monitorowania
réznego rodzaju procesoOw ze wzgledu na wskaznik struktury (frakcje) wyroz-
nionych stanéw. Metoda ta ma podstawowe znaczenie podczas monitorowania
procesow produkcyjnych, albo proceséw $wiadczenia ustug, dla potrzeb zarza-
dzania jakoscig, przy alternatywnej ocenie wasciwosci jednostki produktu. Jeze-
li p interpretuje si¢ jako frakcje elementow wadliwych w strumieniu wyrobu, to
proces produkcyjny uwaza si¢ za uregulowany, gdy p < po, hatomiast za rozregu-
lowany, gdy p > ps.

Do weryfikacji sformutowanych powyzej hipotez wykorzystamy charaktery-
styke postaci:

n
Zy= 2 %, (6.121)
i=1

w ktorej X; oznacza realizacje zero-jedynkowej zmiennej losowej zdefiniowanej
w rozdziale 1 wzorem (1.61), natomiast n jest liczno$cig skumulowanej probki;
n=1,23, ..

Procedure sekwencyjng opisang w punkcie 5.9.4 mozna tatwo przeksztalci¢
w procedur¢ sum skumulowanych. Parametry maskownicy przyjmuja tutaj na-
stepujaca postac:
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1-p,

1-p

In pl(l_ pO) ,
Po(l—py)

In

¢ =arctgc =arctg (6.122)

!
d=-n, = _—1”_“p . (6.123)
In>—2

1-p

Obliczone wedhlug tych wzoréw wartosci d i tg ¢ mozna wykorzystaé zaréwno
w graficznym jak i numerycznym algorytmie monitorowania procesu. W przy-
padku algorytmu graficznego przed rozpoczgciem monitorowania nalezy:

— ustali¢ wartosci po, p: i @,

— sporzadzi¢ diagram przegladowy w uktadzie wspotrzednych (n, z,), gdzie n
jest liczno$cig skumulowanej probki, natomiast z, oznacza sum¢ obliczong we-
dhug wzoru (6.121),

— sporzadzi¢ maskownice o parametrach okreslonych wzorami (6.122) 1 (6.123).

Monitorowanie przebiega wedtug nastepujacego schematu:

— na diagram przegladowy nanosi si¢ kolejne punkty o wspotrzednych (n, z,),
taczac je ewentualnie linig famana,

— po naniesieniu kazdego punktu na diagram przegladowy naklada si¢ ma-
skownicg,

— jezeli ktérykolwiek z punktow danej sekwencji znajduje si¢ ponizej kra-
wedzi maskownicy lub jej przedtuzenia, to przyjmujemy hipoteze alternatywna
H;. Oznacza to konieczno$¢ przeprowadzenia regulacji monitorowanego procesu.

— jezeli natomiast wszystkie punkty aktualnie kontrolowanej sekwencji leza
powyzej ramienia maskownicy lub jego przedtuzenia, to nie ma podstaw do od-
rzucenia hipotezy Ho. W takiej sytuacji nie podejmuje si¢ regulacji procesu.

Jesli podjeto decyzje o zastosowaniu algorytmu numerycznego, to przed
rozpoczgciem monitorowania nalezy obliczy¢ warto$¢ parametru zy, bedacego
granicg regulacji procesu. Warto$¢ tego parametru oblicza si¢ wedlug wzoru:

2y =d-19¢, (6.124)

przy czym wartosci d 1 tg ¢ wyznacza si¢ na podstawie wzorow (6.122) i (6.123).
Majac warto$¢ parametru Z; mozna przystapi¢ do monitorowania procesu.
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Przyklad 6.11

Obserwowano staranno$¢ wypetniania pewnych formularzy zwigzanych z od-
prawa celng towarow. W tym celu wybierano losowo pojedyncze dokumenty
(wypetnione formularze) i szczegbtowo sprawdzano staranno$¢ ich wypetnienia.
Koncowe oceny formutowano alternatywnie z zastosowaniem nastepujacej reguty:

_ | 0—starannie wypetiony formularz
1- niestarannie wypetniony formularz

Na podstawie wczesniejszych obserwacji ustalono, ze jesli frakcja niestarannie
wypetnionych formularzy nie przekracza 10%, to dalszy proces komputerowego
przetwarzania informacji zawartych w tych dokumentach przebiega zadowalajgco.
Jesli natomiast frakcja niestarannie wypelnionych formularzy przekracza 20%,
to wystepujg istotne zaktocenia w tym procesie. Mamy wigc: po = 0,1, go = 0,9,
p: = 0,2 i g, = 0,8. Prawdopodobienstwo zdarzenia losowego polegajacego na
tym, ze sygnat ostrzegajacy o mozliwosci wystapienia zaktocen w procesie prze-
twarzania informacji okaze si¢ sygnatlem fatszywym, ustalono na poziomie
o = 0,05. Na podstawie tych wstepnych informacji obliczono wartos$ci parame-
trow d i tg ¢, a nastegpnie z,. Wykorzystano do tego celu odpowiednio zmodyfi-
kowane wzory (6.122), (6.123) oraz wz6r (6.124):

~__Inae ~ In0,05
Ingy—Ing;  In0,9-1In0,8

= 25,4343 = 25,4,

e e
_ 1 ' _ ~
tgp = o =—072.09 =0,1452 =~ 0,145,
In In
Po%h 0,1-0,8

Z4 =25,4343-0,1452=3,6931~3,7.

Wyniki badania losowo wybranych dokumentéw przedstawiono w kolum-
nach 1i 2 tablicy 6.22. W dalszych kolumnach tej tablicy pokazano funkcjono-
wanie numerycznego algorytmu monitorowania procesu za pomocg karty kon-
trolnej sum skumulowanych. W poczatkowych dwoch krokach postepowania
kontrolnego uzyskano x; = 0 < 0,145 oraz x; = 0 < 0,145. W takiej sytuacji nie
podejmuje sie dalszych dziatan analitycznych.
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Tablica 6.22
Algorytm numeryczny Kkarty kontrolnej sum skumulowanych

i Xi j Xij Xi; — 0,145 > (x;—0,145) Uwagi
1 2 3 4 5 6 7

1 0 * * * <lgy
2 0 * * * * <tgy
3 1 1 1 0,855 0,855 <14
4 1 2 1 0,855 1,710 <14
5 0 3 0 -0,145 1,565 <z,
6 1 4 1 0,855 2,420 <14
7 1 5 1 0,855 3,275 <74
8 1 6 1 0,855 4,130 > 7,

Zrodlo: opracowanie wiasne.

W kolejnym kroku (i = 3) uzyskano x; = 1 > 0,145. W takiej sytuacji uru-
chamia si¢ licznik indeksu operacyjnego (j) oraz rozpoczyna si¢ obliczanie r6z-
nic x;; — 0,145 (kolumna 5), a takze kolejnych wartosci skumulowanej sumy tych
roznic (kolumna 6). Mamy mianowicie: X3; — 0,145 = 1 — 0,145 = 0,855. Jest to
tez pierwsza warto$¢ sumy skumulowanej, przy czym 0,855 <z, = 3,7.

Z*
5-
» 4,130 )
4+ granica
43015 regulacji procesu
34 .~
2,420
2 1,710
T 1565
14
0,855
1 2 3 4 5 6 7 8 i
T T T T T T T T
* % 1 2 3 4 5 6 j

Rys. 6.18. Diagram przegladowy karty kontrolnej sum skumulowanych
ze stalg granica regulacji
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W kroku i =4 uzyskano warto$¢ X4, = 1. W konsekwencji warto§¢ sumy
skumulowanej wzrosta do poziomu 1,710 <z5 =3,7. W kolejnym kroku poste-
powania kontrolnego (i =5, j = 3) nastapito obnizenie warto$ci sumy skumulo-
wanej do poziomu 1,565, bowiem xs3 = 0. Kolejne wylosowane do kontroli do-
kumenty (i = 6, 7, 8) byly niestarannie wypetnione (Xes = 1, X75 = 1 1 Xgg = 1).
W konsekwencji, w kroku i = 8 postepowania kontrolnego, czyli — w rozwazane;j
sytuacji — w kroku j = 6 obserwowanej sekwencji, suma skumulowana osiagneta
warto$¢ 4,130 >z, = 3,7. Oznacza to emisj¢ sygnalu ostrzegajacego o wzroscie
frakcji niestarannie wypetnionych formularzy do poziomu p > 0,2. Prawdopodo-
bienstwo zdarzenia losowego polegajacego na tym, ze rzeczywista frakcja spet-
nia nieréwnos¢ p < 0,1, nie przekracza a = 0,05. B

6.6.2.4. Monitorowanie parametru A zmiennej losowej Poissona

W rozwazanym przypadku najczesciej poddaje si¢ weryfikacji hipoteze ze-
rowa:

Ho: A= ),0
wobec hipotezy alternatywnej:
Hl: A= /11,

gdzie:
A — monitorowany parametr zmiennej losowej o rozktadzie Poissona,
Ao — najwicksza dopuszczalna warto$¢ parametru 4,
A1 —najmniejsza niedopuszczalna warto$¢ parametru A, przy czym A, > Ao.

Przypomnijmy (zob. punkt 1.4.1.3), Zze parametr 1 = np jest wartoscia ocze-
kiwang i wariancjg zmiennej losowej o rozktadzie Poissona. Jesli w kazdym
kroku postgpowania kontrolnego poddaje si¢ weryfikacji sformutowane powyzej
hipotezy, to mamy do czynienia z prawostronnym schematem kontrolnym. Mo-
nitorowany proces uwaza si¢ za uregulowany, jezeli A < 4. Proces jest natomiast
rozregulowany, gdy 4 > 4,. W takiej sytuacji oczekujemy sygnatu o rozregulo-
waniu. Zadna statystyczna procedura monitorowania proceséw nie wykazuje
jednak catkowitej selektywnosci. Dopiero wowczas, gdy A > 1;, prawdopodo-
bienstwo braku sygnatu o rozregulowaniu procesu (f) jest wystarczajaco mate.
Prawdopodobienstwo wygenerowania falszywego sygnalu o rozregulowaniu
procesu nie przekracza o.

Prezentowana procedura jest szczegolnie czgsto wykorzystywana do monito-
rowania procesow dla potrzeb zarzadzania jako$cig. Miary jako$ci produktu,
albo procesu, sa wowczas definiowane tak samo jak w przypadku omoéwionych
powyzej (zob. punkt 6.6.1.5) kart kontrolnych c i u. Miara jakos$ci produktu jest
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w takiej sytuacji przecigtna liczba wad (albo niezgodnosci) w odpowiednio zde-
finiowanej umownej jednostce produktu. W przypadku procesu miarg jakosci
jest natomiast przecietna liczba btedow popetnianych w ustalonej, umowne;j jed-
nostce czasu trwania procesu.

Stosowanie omawianej tu procedury przynosi najwigksze korzysci, w po-
rownaniu z kartami kontrolnymi c i u, gdy monitorowanie procesu produkcji
wyrobu, albo procesu $wiadczenia ustugi, prowadzi si¢ na podstawie prob jedno-
elementowych. Zmienne X; oznaczajace liczb¢ wad w jednej sztuce wyrobu
przyjmuja wartosci ze zbioru liczb catkowitych dodatnich. Sumy skumulowane
obliczane sg wedlug wzoru (6.121), a wigc w taki sam sposob jak w przypadku
procedury monitorowania parametru p zero-jedynkowej zmiennej losowej,
omowionej w poprzednim punkcie.

Parametry maskownicy o jednej (dolnej) krawedzi czynnej wynikajg z teore-
tycznych podstaw sekwencyjnego testu ilorazowego, oméwionego w poprzed-
nim rozdziale (zob. punkt 5.9.5). Parametr d zostanie wyznaczony z réwnania
gornej linii kontrolnej zg,:

1-5
In4 —In
Zgn=—%—+ ANy,
A=k A=A
Po podstawieniu f = 0 powyzsze rOwnanie rozwigzujemy wzgledem n i otrzy-
mujemy:

In

e N =7 0
In4-In4, In4—-Inj

_ Ina 'Inﬂl—lnﬂoz Inx
-k -4 A~y

Poniewaz d = —n,, wiec:

No

Ina

d=- . (6.125)
A~ 4
Parametr ¢ otrzymuje si¢ bezposrednio z rownania:
co_f=h
In4 —InA,
Mamy zatem:
@ =arctg ¢ = arctg Ak (6.126)

In4 —InA,
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Jesli monitorowanie procesu ma by¢ prowadzone z wykorzystywaniem algo-
rytmu graficznego, a wigc z zastosowaniem diagramu przegladowego i ma-
skownicy, to przed rozpoczeciem kontroli nalezy wykonaé nast¢pujace czynno-
$ci przygotowawcze:

— ustali¢ wartosci Ag, 14, @,

— sporzadzi¢ diagram przegladowy w uktadzie wspotrzednych (n, z,),

— sporzadzi¢ maskownice o parametrach okreslonych wzorami (6.125) 1 (6.126).

Przebieg monitorowania nie r6zni si¢ od omowionego poprzednio:

— na diagram przegladowy nanosi si¢ kolejne punkty o wspotrzednych (n, z,),
laczac je ewentualnie linig famana,

— po naniesieniu kazdego punktu na diagram przegladowy naklada si¢ ma-
skownice,

— jezeli ktérykolwiek z punktow danej sekwencji znajduje si¢ ponizej kra-
wedzi maskownicy lub jej przedtuzenia, to przyjmujemy hipoteze alternatywna
H;; oznacza to konieczno$¢ przeprowadzenia regulacji monitorowanego procesu,

— jezeli natomiast wszystkie punkty aktualnie kontrolowanej sekwencji lezg
powyzej ramienia maskownicy lub jego przedtuzenia, to nie ma podstaw do od-
rzucenia hipotezy Ho; w takiej sytuacji nie podejmuje si¢ regulacji procesu.

Do monitorowania procesu mozna tez zastosowac algorytm numeryczny.
Przed rozpoczg¢ciem monitorowania nalezy wowczas:

— okres$li¢ wartosSci Ag, A1, a,

— wyznaczy¢ warto$¢ odniesienia (K) wedtug wzoru:

k=tgp—2"%0
In4 —In4y
— wyznaczy¢ granice regulacji procesu (h) wedtug wzoru:
ne  4-4%  -Ina

zy=d-c=-

=2 MA—-Injy, Iniy—Ini

Monitorowanie procesu przebiega wedtug schematu przedstawionego w przy-
ktadzie 6.11:

— w kolejnych krokach postepowania kontrolnego (i) pobiera si¢ do badania
jednoelementowe probki produktu albo dokonuje si¢ pojedynczych pomiarow
obserwowanej cechy procesu,

— uzyskiwane empirycznie warto$ci X; porownuje si¢ z wartoscia K,

— w tym kroku i, w ktorym zostanie spetniona nieréwno$¢ x; > k, uruchamia
si¢ licznik indeksu operacyjnego (j) i rozpoczyna si¢ obliczanie warto$ci sumy:
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jr
vj, =2 (X —K),
=1

— obliczone wartosci V; poréwnuje si¢ z granica regulacji procesu zg,

— W tym kroku jr, w ktorym zostanie spetniona nierownos¢ V; > zg, nastgpu-

je emisja sygnatu o rozregulowaniu,

— konsekwencja tego sygnatu jest regulacja procesu, a takze zerowanie licz-
nika operacyjnego (j) oraz zerowanie sumy Vi

— zerowanie licznika operacyjnego (j), a takze zerowanie sumy V i nastepuje
rowniez wtedy, kiedy zostanie spelniona nieréwnos¢ v; <0. W takiej sytuacji,
w kolejnym kroku postgpowania powraca si¢ do poréwnywania wartosci X
z wartoscia k.

Przedstawiony tu algorytm numeryczny moze by¢ wzbogacony o diagram
przegladowy, o konstrukcji zblizonej do karty kontrolnej Shewharta. Diagram
taki — jak to pokazano na rys. 6.17 — wyposazony jest w dwie osie poziome. Na
jednej z nich odktada si¢ kolejne wartosci indeksu biezacego (i), na drugiej na-
tomiast warto$ci indeksu operacyjnego (j). Na osi pionowej odktada si¢ wartosci
sumy skumulowanej v; . Na diagramie tym wykreSla si¢ granicg regulacji pro-
cesu (zq), a nastgpnie — na tak przygotowany rysunek — nanosi si¢ kolejne warto-
sci v; . Emisja sygnatu ostrzegajacego o przejSciu procesu ze stanu uregulowa-

nia w stan rozregulowania nastgpuje wowczas, gdy suma skumulowana Vv;

przekroczy in plus granicg regulacji z.
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TABLICE

Objas$nienia do tablicy I
Tablica I podaje wartosci catki:
1 ¢ u?
OU)=—— exp[——jdu : Q)
A2 '([ 2
Miedzy funkcja ®(u) a dystrybuantg zmiennej losowej U, wyrazong wzorem:
1 u
O(u) = J' exp(——}du (2)
zachodzg nastepujace zwigzki:
— jezeli up <0, to:
®(ug) = P(U < ug) = 0,5 - 0O(-Uyp), (3)
— jezeli Up =20, to:

®(Uo) = P(U < Ug) = 0,5 + O(U). 4)

Na podstawie zwiazkow (3) oraz (4), przy korzystaniu z tablicy mozna wy-
znacza¢ wartosSci U,, takie ze:

PU>U,) =« (5)

Przyktad

Chcemy wyznaczy¢ warto$¢ Ug, taka ze P(U > u,) = a = 0,025. Jak wiado-
mo, P(U >u,) =1-P(U<u,) =1-d(u,). Dokonujemy obliczen: 1 — d(u,) =
= 0,025. Tak wiec: ®(u,) = 0,975. Z kolei w tablicy I znajdujemy warto$¢ Uy,
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ktérej odpowiada ®(u,) = 0,4750, poniewaz na podstawie (4) mamy: ®(u,) =
= 0,5 + O(u,). Na podstawie tablicy I: ®(1,96) = 0,4750. Poszukiwana warto$¢
Uoozs Wynosi wiec 1,96. Zauwazmy, ze warto§¢ t¢ mozna rowniez odczytaé
z tablic (zamieszczonych w innych opracowaniach) zawierajacych catki (2).
Obliczamy wowczas: 1 — 0,025 = ®(uggps) = 0,975. Wtedy dystrybuanta zmien-
nej losowej U o rozktadzie N(0; 1) przyjmuje t¢ warto$¢ w punkcie U, = 1,96.

Objasnienia do tablicy 11

W tablicy tej zestawione sg wartosci t, ., takie ze:
Pt:>t.)=¢ (6)
gdzie r oznacza liczbe stopni swobody, przy czymr =n- 1.

Przykiad

Dla r = n -1 = 4 stopni swobody i przy /2 = 0,025 nalezy znalez¢ warto$¢
t.,/2- Przyjmujemy o2 = ¢ i z tablicy odczytujemy warto$¢ a5 = 2,776,

spetniajaca warunek P(t, > t.,) = &

Objasnienia do tablicy 111

Tablica ta podaje wartosci sz, . » takie ze:

P(x>xi,) =& ©)
gdzie r oznacza liczbg¢ stopni swobody.

Przykiad
Dla r = n -1 = 3 stopni swobody, przy « = 0,05, nalezy znalez¢ warto$ci
2 io2
X};l—a ! X3;a'
W przypadku x3, , mamy e=1- a=1-0,05=0,95. Z tablicy odczytu-
jemy: x30s = 0,352. Natomiast w przypadku x3, mamy &= 0,05. W konse-
kwencji, z tablicy: y3 45 = 7,815.



344

Objasnienia do tablicy IV

W tablicy tej, dla wybranych poziomow istotnosSci, zestawione sg wartosci
Fr,r,er dlaktorych:

P(Frl"z = F’lvrzla) - (8)
gdzie ry, r; oznaczaja liczby stopni swobody, przy czymr; =n; -1, r,=n,— 1.

Tablice sg tak zbudowane, ze w kolumnach podane sa liczby stopni swobody
odpowiadajace licznikowi S2, natomiast w wierszach — odpowiadajace mia-

nownikowi S3.

Przyktad

Dlar;=n;—-1=9,r,=n,—1 =9 stopni swobody i przy « = 0,05 nalezy
znalez¢ wartos¢ Fr r, .. Z tablicy odczytujemy wartos¢ Fog.005 = 3,18, spetniaja-
(o] warunek P(Fg;g > Fg;9;0’05) =0,05.

Objasnienia do tablicy IX

Sposrod nieskoficzenie wielu funkeji wyktadniczych y = &, gdzie a >0, a # 1,
szczegoblnie czesto wykorzystywane sg dwie funkcje:

y=¢ (10)
oraz
y=e™, (11)
w ktorych e =2,7182... jest podstawa logarytmow naturalnych.

Wykresy funkcji y = €* oraz y = e™ (otrzymanej przez obrét funkcji y = e*
0 180° wokot osi y):



345

y=e* y=e

Tablica IX zawiera warto$ci funkcji wyktadniczych e i €™ dla warto$ci x od
0 do 10. Ponadto, wartosci statych e, Ig e, e, a takze lg e,
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Tablica Il
Kwantyle rozkltadow zmiennej losowej t, -Studenta
tr,s
r r
tro1 tro0s tr0,005 tro01 tr.0,005
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 1
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 2
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 3
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 4
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 5
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 6
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 7
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 8
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 9
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 10
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 11
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 12
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 13
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 14
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 15
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 16
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 17
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 18
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 19
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 20
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 21
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 22
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 23
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 24
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 25
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 26
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 27
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 28
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 29
) 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 )




349

ST 1082 8150¢ 88v'LeC 966'17¢C 192°L 2929 622'S 109y ST
14 BTETE Tr1'6¢C 6T1'9¢ G89'ce T.59 629'G 099'v G0 vT
€l 618'6¢C 889°L¢ 9eL've FAS | A 268'G 600'G LOT'Y Gog'e €T
et 00€'8¢C L12'9¢ LEE'ET 920'1¢C 9¢2's vor'y T.G'E v.0'€ et
17 1S1'9¢ Sel've 0¢6'T2 G/9'6T G/S'Y 918'c €50°€ €092 17
() 881'Ge 602'€C €8v'0¢C L0€'8T ov6'e LyT'e 856°C 95T'C ()
6 685°€C 999'T¢ €20'6T 61697 Gee'e 00LC 880°C GEL'T 6
8 GS6'TC 060°0¢ GES'LT L0G'GT €ELC 08T°C 99’1 rre'T 8
L 8.2'0¢ G/¥'8T €10'9T L90'vT 1912 069'T 6€C'T 6860 L
9 875'8T c18'9T 6vY'vT 265°CT GE9'T LET'T 2.80 9/9°'0 9
g 05,97 980'GT zes'er 0L0'TT SPT'T 1€8'0 7550 o S
14 098'vT LLITET AN 88v'6 TTL'0 v8r'0 L62°0 L02°0 14
€ 8€8'CT SYE'TT 87E'6 G18'L 2S€0 912’0 STT'0 LTL0°0 €
4 L6507 0TZ'6 8L€'L 166G €0T'0 90500 1020°0 00T0°0 4
T 6.8'L GE9'9 ¥20's TV8'e €6£00'0 2860000 LST000°0 €6£0000°0 T
$00°0:4 10°0:4 §20°0:4 $0'0:4 $6'0:4 SL6'0:4 66'0:4 $660'0:4
1 NN NR NX NX . NN NN NN NX 1
ny

[11ed1[qeL

1
24 [omoso ouudruz mopepyzo1 jAjuemy|




50

™

0g zL9'eS 268'05 6.6'9Y eLL'EY £6v'8T 16.'9T £G6'VT 181'€T 0
6¢ 9ee'zs 88561 2el'sy 1GS'CY 80.L°LT L¥0'9T 9G2'vT TCT'ET 6¢
8z £66'05 8.2'8y TOV'vy LEE'TY 826'9T 80€'ST S95'ET TOV'ZT 8z
X4 Sv9'6Y £96'97 6TV cIT'oY TGT'9T €LS'YT 6.8'CT 808'TT yX4
9¢ 062'8Y Zr9'sy €26'TY G88'8¢ 6.£'ST 78'eT 86T'CT 09T'TT 9¢
14 8¢6'97 4844 9v9'0v 259'L€ TT9'vT 0CT'eT ¥2S'TT 02507 T4
144 8GG'GY 086'Cy ¥9¢£'6¢€ GTY'9E 8Y8'eT T0V'CT 968°0T 988'6 144
£z 18T'vp 889'TY 9/0'8E ZLT'SE 160'€T 689'TT 96T'0T 092'6 £z
zz 96.'Cy 682'0 18.'9¢ v26'€S gee'zT 86'0T Zs'e £v9'8 zz
T OV 1Y 2€6'8¢€ 16%'GE T.9'CE T6STT €8¢'0T 1688 ¥€0'8 T¢
0z 166'6€ 995'/€ 0LT'VE 0TY'1E 168°0T 165'6 092'8 vev'L 0z
6T z85'se 16T'9E za8'ze AR LTT'0T 106'8 ££9'2 v8'9 6T
8T 9GT'.E G08'tE 92S'1¢€ 698'8¢ 06€£'6 1€2'8 GTO'. G92'9 8T
LT 8T.'SE 60Y'EE T6T'0E 186'12 2.9'8 v95'L 80v'9 169'S LT
9T 192'vE 000'ZE 5v8'8z 962'92 296'L 806'9 Z18's 'S 9T
111 Ad11qe) "po




351

L0C | TT'C | 9T | 0¢'C | G¢'c | 6C'C | €€C | Ov'e | 8F'C | ¥S'C | 6GC | ¥9'C | TLC | 6L°C | 06'C | 90°€ | 62°C | 89'C | ¥S'¥ | ST

€T'c | 8T'C | ¢g'e | Leg'e | 1€'C | SE'C | 6EC | 9v'C | €S'C | 09'C | S9'C | OL'C | 9LC | G8'C | 96'C | TT'E | ¥E'E | vL'€ | 097 | ¥T

T¢'c | Se'c | 0E'C | vE'e | 8€'C | ev'c | 9v'C | €62 | 09'C | L9'C | TL'C | LL'2 | €8C | 26'C | €0'E | 8T'E | Tv'E | 18'E | L9V | €T

0€'c | ¥E'c | 8€'C | ev'e | Lv'T | 16T | ¥§'C | 29'C | 69'C | GL'C | 08'C | G8'C | T6'C | 00'E | TT'E | 92’ | 6¥'E | 68'C | SL'V | ¢T | &

Ov'c | S¥'c | 6¥'C | €5'C | LSC | T9'C | S9'C | ¢L'C | 6LC | G8'C | 06'C | S6'C | TO'E | 60'C | OC'E | 9€'€ | 6G'E | 86'C | ¥8'Y | TT .m

vS'c | 85'C | ¢9'C | 992 | OL¢ | vL'C | LL'C | S8'C | 16'C | 86'C | ¢0'E | L0'E | ¥T'E | 2C'c | €€’ | 8v'E | TL'E | OT'V | 96'7 | OT m

TL'C | SL'C|6LC|¢€8C|98¢C|06C|¥6C|T0E|L0E|VI'E|8T'E|€'E|6e'E|LEE|BYE|EIE|98E|9CY|CT'G| 6 ,m.

€6'C | L6'C | TO'E | ¥O'E | 80'C | ¢T'E | ST'E | ¢T'e | 8¢’ | GE'E | 6EC | ¥¥'E | 0S'E | 8G'E | 69'C | ¥8'E | LO'V | O¥'V [ CE'G| 8 | 3.

€c'e | LZ'e | 0E'e | vE'E | 8E'C | TY'E | ¥¥'E | TG'E | LS'E€ | ¥9'E | 89'E | €L'C | 6L°C | L8'C | L6'E | CT'V | €'V | vL'V | 6G'G | L m

L9'€ | 0L'e | vL'e | LL'E | 18'€ | ¥8'E | L8'E | ¥6'E | 00'F | 90'V | OT'V | STV | T¢'y | 8C'v | 6E'Y | €G'V | 9LV | ¥T'S | 66'G | 9 w,l
S

LE'Y | OV'Y | €¥'y | Ov'y | OS'V | €S'V | 9G'V | ¢9'v | 89'V | vL'V | LL'V | 28 | 88'F | G6'V | SO'G | 6T'G | T¥'S | 62'G | T9'9 | G .\m_d

€9'G | 99'S | 69'S | ¢2'G | GL'G | LL'S | 08'S | 98'G | T6'G | 96'G | 00’9 | ¥0'Q | 60'0 | 9T'9 | 92’9 | 6€'9 | 65'0 | ¥6'0 | TL'L | v | T

€5'8 | G5'8 | LG'8 | 6G'8 | 298 | ¥9'8 | 99'8 | 0.8 | ¥.'8 | 6.'8 | T8'8 | G8'8 | 688 | ¥6'8 | TO'6 | ¢T'6 | 826 | G5'6 | T'OT | €

G'6T | S'6T | S'6T | G'6T | G'6T | S'6T | ¥'6T | ¥'6T | ¥'6T | ¥'6T | ¥'6T | ¥'6T | ¥'6T | €'6T | €'6T | C'6T | C'6T | 06T | S8T | ¢

¥S¢ | €9¢ | ¢S¢ | T9¢ | 0S¢ | 6¥¢C | 8¢ | 9VC | vvC | ¢ve | TvC | 6EC | LEC | ¥E€C | 0E€C | G¢C | 9T¢ | 00C | 19T | T

® 1 0CT | 09 | OV | OE | ¥ | OC | ST | ¢ | OT 6 8 L 9 S 14 € [4 T

(T-"u) B)1UZO1] ApogoMS aludols

mqowckséwéu_

TINIBINGgeL

- [omoso] [ouusruz mopepyzol ajAluems




352

00T | ¢2'T | ¢€'T | 6ET | 9V'T | ¢G'T | LS'T | L9°T | SL'T | €8'T | 88T | ¥6'T | T0'C | OT'C | T¢'C | LE'C | 09°C | 00°E | ¥8'E | *°

GC'T | SET|EP'T | 0ST | SST|T9T | 99T | GLT | €8'T | T6'T | 96T | ¢0'C | 60°C | 8T'C | 62°C | S¥'C | 89°C | LOE | ¢6E | OCT

6ET | LV'T | €5'T | 6ST | S9'T | OL'T | GL'T | ¥8'T | ¢6'T | 66'T | ¥0'C | 0T'C | LT'C | G¢'C | L&'C | €5'C | 92°C | GT'E | 007 | 09

TG'T | 8S'T | ¥9'T | 69'T | ¥2'T | 6L'T | #8'T | 26'T | 00'C | 80'C | 2T'2 | 81'C | S2'c | ¥vE'2 | G¥'2 | 19'C | v8'C | €2'e | 80'V | OV | &

29T | 89T | ¥L'T | 64T | ¥8°T | 68'T | €6'T | T0'C | 60°C | 9T'C | T¢'e | L2'C | €€'C | 2¥'c | €5C | 69'C | 26'C | CE'€ | LT'V | OF .m

TLT | LL'T | 28'T | /8T | 26T | 96'T | T0C | 60°C | 9T'C | ¥¢'c | 8¢'c | ¥E'C | O¥'C | 6¥'C | 09'C | 9L°C | 66°C | 6E'E | ¥C'V | G¢C m.

€LT | 6LT | ¥8'T | 68T | ¥6'T | 86'T | €0°C | TT'C | 8T'C | G¢'c | 0€C | 9€C | ¢¥'c | 1S'C | ¢9'C | 8L'C | T0'E | O¥'E | 92'¥ | v¢ ,m.

9L T | 18T | 98'T | T6T | 96T | TO'C | GO'C | €T'2 | 02'C | L&'c | 2€C | LeC | v¥'C | €S'C | ¥9'C | 08'C | €0'E | ¢¥'E | 82V | €¢ W.

8.7 | ¥8'T | 68'T | ¥6'T | 86°T | €0'C | L0'C | GT'C | €2'C | OE'c | vE'C | Ov'C | 9¥'C | GS'C | 99°C | ¢8'C | Q0'E | v¥'E | OE'V | C¢ M

18T | 48T | ¢6'T | 96'T | TO'C | SO'C | OT'C | 8T'C | G¢'¢ | ¢€'c | LE2 | ¢v'e | 6¥'C | LS'C | 89C | ¥8'C | LO'E | L¥'E | CEV | T¢ W
8

¥8T | 06'T | S6'T | 66'T | ¥0'C | 80'C | ¢T'C | 0¢'C | 82'C | G€'C | 6€C | Sv'C | TS'C | 09'C | TL'C | L8'C | OT'E | 6¥'E | GE'V | OC mw/

88'T | €6'T | 86'T | €0'C | L0'C | TT'C | 9T'C | €2'C | 1€'C | 8€'C | ¢v'e | 8Y'T | ¥S'C | €9'C | vL'2 | 06'C | €T'€ | 2G'e | 8E'V | 6T | &

26T | L6'T | ¢0'C | 90°C | TT'C | ST'C | 6T'C | LZ'C | ¥E'C | T¥'C | 9¥'C | TG'C | 8G'C | 99°C | LL'C | €6'C | 9T'E | GG'E | T¥'V | 8T

96T | TO'C | 90°C | OT‘C | ST'C | 6T'C | €¢'c | T€C | 8€'C | G¥'c | 6V'C | GG'C | T9'C | OLC | T8'C | 96'C | OC'E | 6G°E | S¥'V | LT

T0'C | 90'C | TT'C | GT'C | 61°C | ¥¢'C | 8¢'C | G€C | ¢¥'C | 6¥'C | ¥G'C | 6G'C | 99'C | vL'C | G8'C | TO'E | vC'E | €9°C | 6¥'F | 9T

®© |1 0CT| 09 | OV | OE | V¢ | OC | GT 4" 1) 6 8 L 9 q 1% € [4 T

(T-"u) BY1UZO1] Apogoms aludols

0'0(1-u){(1-"u)

=]

T/AI Kd1ge) “pa




353

18'C | 96'C | SO'E | €T'E | TC'E€ | 6CC | LE'€ | ¢S'E | L9'€ | 08'E | 68C | 00V | ¥T'V | CE'V | 95 | 68'F | 2¥'S | 9€'9 | 898 | ST

00°¢ | 60°C | 8T'E | LZ'E | GE'€ | €¥'E | TG'E | 99°C | 08°C | ¥6'C | €0V | ¥I'V | 8C'V | 9¥'V | OL'Y | ¥0'G | 9G'G | TS'9 | 98'8 | ¥T

LT'e | ST'e | vE'E | €v'E | TS'E | 6G'E | 99°C | ¢8'C | 96°€ | OT'V | 6TV | OV | v¥'y | 29V | 98y | T2'S | ¥2'S | 0L'9 | L0'6 | €T

9g'c | G’ | ¥S'€ | 29' | 0L'€ | 8L'€ | 98'C | TO'V | 9T'V | OE'Y | 6€'Y | OS'V | ¥9'V | ¢8'F | 90'G | T¥'G | G6'G | €6'0 | €€'6 | CT | &

09°¢ | 69°C | 8L'€ | 98'C | ¥6'C | 20'V | OT'V | SC'v | OV'V | ¥S'V | €9V | ¥L'V | 68 | LO'S | 2€'S | L9'G | ¢2'9 | T¢'L | G9'6 | TT M

T6'€ | 00'7 | 80'v | LTV | G¢'v | €€'7 | Tv'y | 99'% | TL'V | G8'Y | ¥6'v | 90°S | 0C'S | 6E'S | ¥9'G | 66'G | GS'9 | 95'L | 0'0T | OT m.

TEY | OV'Y | 8V'y | LGV | G9'V | €LY | T8V | 96 | TT'S | 9¢'S | S€'G | L¥'G | T9'S | 08'S | 909 | ¢v'9 | 660 | 20'8 | 90T | 6 ,m.

98'v | S6'7 | €0'G | ¢T'S | 0C'S | 82'G | 9€'G | ¢G'G | L9'S | T8'G | T6'G | €00 | 8T'9 | LE'Q | €9'0 | TO'L | 6G°L | G9'8 | €'TT | 8 M.

G9'S | ¥L'G | ¢8'G | T6'S | 66'S | L0'9 | 9T'9 | T€'Q | L¥'9 | 29'0 | CL'9 | ¥8'0 | 669 | 6T'L | 9¥'L | S8'L | G¥'8 | GS'6 | CCT | L M

88'0 | L6'0 | 90°L | ¥T'L | €C'L | TE'L | OV'L | 99, | 2CL'L | /8'L | 86'L|0T'8| 928 | .¥'8|GL'8|ST'6|8.6|60T|LET| 9 =
&

20’6 | TT'6 | 0C'6 | 626 | 8E'6 | L¥'6 | SG'6 | ¢L'6 | 68'6 | T'OT | C'OT | €0T | GOT | L'OT | OTT | ¥'TT | TCT | €€T | €9T | G _\cw)

GET | 9€T | L'€T | L'€T | 8'€T | 6'€T | O%T | ¢¥T | ¥'¥T | S¥T | L'¥T | 8'YT | 0'GT | 2'GT | G'GT | 0'OT | 29T | 08T [2'T2 | ¥ | &

T'9¢ | ¢'9¢ | €'92 | ¥'9¢ | G'9¢ | 9'9¢ | L'92 | 6'9¢ | T'Le | ¢'le | €'L¢ | S'Le | L'Lle |6 c|2'8C | L'82 | G62|80E|TVE| €

G'66 | 5'66 | S'66 | G'66 | 566 | 5'66 | ¥'66 | ¥'66 | ¥'66 | ¥'66 | ¥'66 | ¥'66 | ¥'66 | €66 | €66 | C'66 | C'66 | 0'66 | 586 | <

99€9 | 6EE9 | ETE9 | 1829 | T9C9 | G€C9 | 60¢9 | LST9 | 90T9 | 9509 | €209 | ¢86S | 8¢6S | 6985 | ¥9.S | G¢9S | €0¥S | 000G | ¢SOV | T

® | 0¢T | 09 | Oy | OE | ¥C | OC | ST | ¢T | OT 6 8 L 9 S 14 € 14 T

(T-"u) Bx1UZ1 ApOgOMS BIUdOIS

10°04(1-Cu) (1= "u)

=

CINIBANgeL

4 [omoso] [ouusruz MopeRzol S[Ajuem]




354

00T | CET | L¥'T | 6S'T | OL'T | 6L'T | 88'T | ¥0O'C | 8T°C | ¢€'c | T¥'c | TG'C | ¥9'C | 08'C | ¢OE | ¢€'c | 8L'€ | T9'V | €99 | =
8T | €9°T | 99'T | 92T | 98T | S6'T | €0'C | 6T°C | ¥E'C | L¥'C | 9SC | 99°C | 6L'C | 96'C | LTE | 8¥'E | G6°C | 6LV | G8'9 | OCT
09T | €L'T | ¥8'T | ¥6'T | €0'C | ¢T'C | 0C'C | GE€'C | 0G'C | €9'C | ¢LC | ¢8'C | S6'C | ¢T'E | ¥E'€ | S9'E€ | €TV | 86V | 80'L | 09
08'T | ¢6'T | ¢0'C | TT'C | 02'C | 62'C | L€'C | 2G'C | 99'C | 08'C | 68'C | 66'C | 2T'S | 62'C | 1G'€ | €8'E | TE'V | 8T'S | 1€'L | OV | &
T0C | TT'2 | T2'C | 0E'C | 6€C | L¥'C | GG'C | OLC | ¥8C | 86'C | LO'E | LT'€ | OE'E | L¥'E | OL'€ | 2OV | TSV | 6€'G | 9G'L | OF .m.
v
LTC | L2 | 98'C | GF'C | €6 | ¢9'C | 0L'C | G8C | 66'C | ET'C | 2C'E | CE'€ | 9¥'E | €9'C | 98°C | 8T'V | 89V | LG'G | LL'L | G¢ m.
T¢'C | 1€2 | OV'C | 6¥'C | 8GC | 99'C | ¥L'C | 68C | €0°E | LT'E | 9¢'E | 9€'€ | 0G'E | L9'C | 06°€ | ¢C'V | 2LV | T9'G | ¢8'L | V¢ ,m.
9¢‘c | SeC | Sv'c | vS'c | 29T | 0L'C | 8L'C | €6'C | L0'E | TC'E | OE'E | TV'E | ¥S'E | TL'E | ¥6'E | 9¢'V | 9L | 99'G | 88'L | €¢ w.
T€C | Ov'Z | 05'C | 85'C | L9C | SL'C | €8'C | 86'C | ¢T'E | 9¢'c | GE'E | G¥'E | 6S'E | 9L°C | 66°C | TE'V | 28V | ¢L'G | S6'L | C¢ M
9g'c | 9v'c | SS'C | ¥9'C | ¢L'T | 08'C | 88'C | €0'C | LT'E | TE'E | OV'E | TG'E | ¥9'E | T8'E | YOV | LE'V | L8V | 8L'G | ¢0'8 | T¢ W
)
cv'c | 28t | 19'C | 69°C | 8LC | 98'C | ¥6'C | 60°C | €2'E | LE'E | 9¥'E | 9G°E | OL'E | L8'€ | OT'v | €¥'V | ¥6'V | G8'G | OT'8 | O¢C .\wl
6v'C | 85°C | 29'C | 9L'C | ¥8°C | 26'Z | 00'E | ST'E | OE'E | ev'E | ¢S'E | €9'e | LL'€ | ¥6'E | LT'V | 0S' | TO'S | €6'G | 6T'8 | 6T | =
1SC | 992 | SL'C | ¥8'C | ¢6'C | 00'E | 80'E | €¢'c | LE'€ | TS'E | 09°C | TL'E | ¥8'E€ | TO'V | G¢'v | 8G'¥ | 60'S | TO'Q | 62'8 | 8T
G9C | GL'C | €8'C | ¢6'C | 00'C | 8O'E | 9T'E | TE'E | 9¥'E | 6S'E | 89'C | 6L°C | €6'€ | OT'V | ¥E'V | L9V | 6T'S | TT'9 | OV'8 | LT
GL'C | ¥8'C | €6'C | 20'c | OT'E | 8T'E | 9¢' | T¥'E | GG'€ | 69'C | 8L°C | 68C | €0'V | OC'V | ¥¥'v | LL'V | 6'S | €29 | €6'8 | 9T
® 10T | 09 | Oy | O | ¥C | OC | ST | ¢T | OT 6 8 L 9 S 14 € 4 T

(T-"u) B)1UZO1] ApOgOMS Bludols

10°0:(1-%u){(1- ')

=

ZINI Kdtgey “pa




355

161'0 Gz€'0 8.0'¢ 01
808'0 1€€'0 9/6'C 6
028'0 160 18T 8
€€8'0 0L£'0 0.2 L
8v8'0 G6€'0 €Sz 9
98'0 0EY'0 12€'C S
088'0 98Y'0 650'C 4
888'0 1650 €69'T €
€58'0 988'0 82T'T 4

K “pr1 ‘p u

ABIgEL

nddszox npepjzol Anowered




6

Yol

02 [42 92 92 Sz ¥Z 2 €¢ ¢2 T2 02 6T LT 9T ST €T 1T 6 L S|vT €T €T €1 ¢1 21 TT 0T OL 6 6 8 2 9 9 G ¥ € 2| 0¢
6T | 92 G2S2 %2 € ¢ 2 T2 02 6T LT 9T ST ETTT 6 L G| €T € el eI ITTTTIOTOT 6 8 8 L 9 9 G ¥ € 2|61
8T G¢ V¢ v¢ €¢ ¢¢ T¢ 0¢ 6T 8T LT 9T ST €T 1T 6 L S ¢CT ¢TI ITTITTOTOT 6 6 8 8 L 9 6 9 v € ¢ 8T
LT ¥¢ €¢ ¢C ¢¢ T¢ 0C 6T 8T LT 9T ST €T 1T 6 L § TTITITOTOT 6 6 8 L L 9 S v v € ¢ LT
9T ¢¢ ¢¢ 1¢ 0¢ 0¢ 6T 8T LT 9T ST €T 1T 6 L S TT0TOT 6 6 8 8 L 9 9 § v v € ¢| 91
ST T¢ T¢ 0C 6T 8T LT LT ST ¥T €T 1T 6 L S 0T 6 6 8 8 L L 9 9 6 ¥ € ¢ ¢| 49T
T 0¢ 6T 6T 8T LT 9T ST #T €T IT 6 L S 6 6 8 8 L L 9 9 G Vv € ¢ ¢| VI
€T 6T 8T 8T LT 9T GT ¥T €T 1T 6 L G 8 8 L L 9 9§ 9 v € ¢ ¢|¢€l
[4) 8T LT 9T ST ST €T ¢T 1T 6 L S L L L 9 9 G ¥ ¥ € ¢ ¢l
T 9T 9T ST ¥T €T ¢T 1T 6 L S L 9 9 § 9 ¥ v € ¢ T
0T ST ST VT €T ¢T 1T 6 L S 9 § §6 6 ¥ € ¢ ¢ 0T
6 YT €T ET CT 1T 6 L S S § v ¥ € ¢ ¢ 6
8 €T CTTIOT 6 L S vy ¥ € € € ¢ 8
L ¢CTTTI 0T 6 L S € € € ¢ ¢ L
9 0T 6 8 L § € €2 ¢ 9
5 6 8 L § z ¢ 5
14 8 L § 14
€ 9 g €
4 y z
u u
mcommeH:@HmHvHMHNHHHOHmmh@mvmNommﬂwHwHmeHvHMHNHHHOHmmmmmvmmmc
GL6'0 = (860U ™y 5 Ty g §20'0 = (00 Uy 5 Uty 4
1119S Npepzol ajAjuemy|

T/INe3lge L




357

0¢ [9¢ 9¢ S¢ ¥¢ ¥¢ €¢ ¢¢ T¢c 0¢ 61 8T 8T 9T v1 €T 1T 6 L S |ST VT VT ET ET CT CT IT 1T OT 6 6 8 L 9 G v € ¢| 0OC
6T G¢ ¥¢ v¢ €¢ ¢¢ ¢¢ 1¢ 0¢ 61T 8T 8T ST ¥T €T TT 6 L S VI VT ET ET CT CT TTOT OT 6 8 8 L 9 G v € ¢ 61
8T ¥¢ €¢ €¢ ¢¢ T¢ 0¢ 0¢ 61T 8T 8T ST ¥T €T TT 6 L § ETETCTCTTIT ITOTOT 6 8 8 L 9 G v € ¢ 81
LT €0 ¢C 1¢ T 0¢ 6T 8T LT 9T ST ¥T €T 1T 6 L G CLCTITITOTOT 6 6 8 L L 9 G v € ¢| L1
97 ¢¢ 1¢ 0¢ 0¢ 61T 8T LT 9T ST ¥T €T TT 6 L G TTITITOTOT 6 8 8 L 9 9 G v € ¢| 91
1 0¢ 0C 6T 87 8T LT 9T ST ¥vT €T 1T 6 L § ITTor0T 6 6 8 8 L 9 9 9 v € ¢4l
vT 6T 6T 8T LT 9T 9T ST €T ¢TI 1T 6 L S 0or 6 6 8 8 L L 9§ G ¥ € ¢V
€T 8T LT LTOT ST VT €T CT IT 6 L § 6 6 88 L 9 9 S Vv ¥ € ¢|€¢€T
4 LTOT 9T ST VT €T CT IT 6 L § 8 8 L L 9 9 S Vv v € ¢|dl
17 9T ST VT vT €T CT 1T 6 L § L L 9 9§ S v € € ¢|T
()2 STYT ET CT TT OT 6 L § 9 9 9 9§ v € € ¢|O0T
6 ETETCTITOT 6 L S 9 § 9 v v € ¢ ¢| 6
8 ¢cT ¢TI IT 0T 6 L § S v v € € ¢ ¢| 8
L ITT0T 6 8 L § v v € € ¢ L
9 0T 6 8 L S € € € ¢ 9
S 8 8 L § € ¢ ¢ S
14 L 9 S 4 1%
€ 9 g €
4 14 [4
qu qu
mconHwH:@HmHvHMHNHHHOHmwnomvmNommﬂwﬂwﬁoﬁmﬁﬁmﬂmﬂ:oammm@mvmmmc

Z/INEBAqeL

G6'0 = (S0

— du®y

>

Nd

11L19S NPeR[Z0J 9| A1UeM |

§0'0 = (S0

— auRy
>

d




8

Yo}
™

16 68 8 99 | 8 |99 99 9 G | G5 | ¥ O GC V¢ | C€
GIT €T 88 98 | 0OT| O6 88 /9 S9 | L. | 99 V¥9 S v | ¥5 | Ov 8 G2 € | T¢€
vit1 ¢i1 /8 S8 | 66 | 68 /8 99 ¥9 | 9L | ¥9 ¢9 S¥ €y | €5 | 6€ L& v¢ ¢¢ | OF
€T o1T /8 ¥8 | 86 | 8 98 69 €9 | G, | €9 19 vy e¢v | ¢S | L& 9€ €& <¢¢ | 6¢
¢IT 60T 98 €8 | /6 | /8 S8 ¥9 ¢9 | ¥, | ¢9 09 €& Ty | 19 | 9¢ S ¢¢ T¢ | 8¢
71T 80T S8 ¢8| 9% | 98 ¥8 € 19 | € | 19 65 v OF | OS5 | &€ v€ 1¢ 0Cc | L¢
60T 0T ¥8 ¢8| 6 | S8 € ¢9 09 | ¢/ | 09 8 I¥ 6 | 6V | V€ €€ 0C 61 | 9¢
80T 90T €8 18 | 6 | ¥8 ¢ 19 69 | T. | 65 /9 Or 8 | 8 | € ¢€ 61 81 | S¢
/0T S0T ¢8 08 | €6 | €8 18 09 8 | OL | /G 95 6 8 | ¢ | ¢c&€ 1€ 8T LT | ¥¢
90T ¥0T 18 6/ | ¢6 | 18 08 65 85 | 69 | 99 95 8 L& | 9y | 1€ 0 LT 9T | €
G0T €T 08 8. | 16 | 08 6. 8 /9 | 89 | S5 ¥ L& 9 | S¥ | 6¢ 8 LT 9T | <C
v0T <¢0T 6, L. | O6 | 6/ L. 8 99 | /9 | ¥v§ € 9 G | ¥ | 8 lg¢ 9T ST | T¢
€0r 10T 8 9. | 68 | 8 9. /S §§ | 99 | €& ¢§& s ¥e€ | €& | L 9 ST vl | O¢
¢0T ©00T 2L S.L | 8 | 4L S.L 99 ¥§ | 99 | ¢& 05 S € | ¢v | 9¢ S vI €T | 61
10T 66 9L v, | /8 | 9. v. S§ € | V¥9 |19 6 ¥E ¢€ | v | S¢ Vv¢ € ¢l | 81
00T 86 G, € | 98 | S € v§ ¢ | € |05 8 €€ TI€ | O | ¢ €& T IT | LT
66 16 ve ¢/ | S8 | v. ¢, €5 1S | ¢9 | 6 ¥ C€ 0€ | 6€ | ¢c¢ ¢ I IT | OT
86 96 €& 1L | v8 | € IL 2§ 05 | 19 | ¥ 9 TE 0O | 8 | T¢ OCc TT O | 9T
16 S6 ¢, 0L | €8 |2 0L 19 6v | 09 | 9 Sy 06 62 | LE | Oc 61 O 6 14"
9%  v6 1, 69 | ¢8 | I. 69 05 8 | 65 | S ¥ 6 8 | 9¢ | 61 8T 6 8 €T
v6 <6 1, 69 | 18 | 0L 8 6V v | 8 | ¥ €& 8 Ll¢c | G | 8T LT 8 L 4
€6 16 0L 89 | 08 | 89 /9 8y v | LS | € ¢ Lle 9¢ | vE€ | 9T 9T L L 11
¢6 06 69 /9 | 6L | /9 99 ¥ 9V | 95 | ¢¥ T¥ 9 S | €€ | ST ST 9 9 0T

Ju=";u Ju==,u Ju=";u Ju==,u
G/6'0 S6'0 SO0 S200|, §/6'0 S6'0 SO0 Ge0'0|,, G/6'0 S6'0 SO0 S200|,, §/6'0 S6'0 SO0 Ge00|,,
0 = (" S ))d 11I9s npep{ZoI A[Ajuem ]

E/INBI3QeL




359

Tablica VII
Fragment tablicy liczb losowych
Blok 1
N Nr kolumny
wier-

Sza 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 | 8735 6744 5149 1898 9784 7522 5329 1052 2687 5492
2 | 2552 2967 3599 4888 4068 6368 8239 3847 9139 1100
3 | 8717 8331 2559 8748 2580 2408 8145 2132 9008 4431
4 | 0504 4035 7295 4856 7757 6319 8016 4852 0647 6498
5 18116 0924 9171 2976 5401 5347 3067 6295 5658 1091
6 [ 5485 7988 5791 1169 1022 7187 2492 5264 4282 7895
7 | 4478 1918 3540 2766 8972 2117 7169 9517 9717 6260
8 | 9720 9897 3733 9375 1883 3585 4605 0720 0817 6624
9 | 9877 5751 4041 7624 1854 6061 7913 9457 5073 8968

10 | 7812 7730 8330 5928 7333 4707 6007 4538 8210 7319
11 [ 4119 7062 4346 0613 2238 3118 6460 0714 4916 2816
12 | 7064 3055 6746 9579 6366 8256 6710 7677 0322 4218
13 | 0656 0989 6887 7919 3594 6618 1794 7281 7277 9239
14 | 2946 1828 0888 4856 4944 6782 7267 2883 1026 5813
15 | 4214 5551 7295 2925 1518 2568 4892 8716 7843 1747
16 | 3375 8715 1523 1379 6273 7609 0977 8265 7247 5956
17 1 0980 9961 9808 3411 8879 0832 4678 3358 4416 1223
18 [ 9831 5750 8580 5339 0592 5442 2901 3523 0984 9664
19 [ 5170 5255 8312 9502 7911 4979 8795 9848 8868 6477
20 | 2783 6107 4905 4620 3578 3134 4250 6811 4214 2977
21 | 7884 6915 6442 9239 3608 5639 3502 9278 4863 8298
22 | 2212 8966 4909 9910 6253 1931 8183 5043 3742 1000
23 | 6941 5954 8272 4466 6403 7659 1212 4156 3490 2606
24 | 5499 4654 5138 5907 6421 8117 8847 2305 6343 0867
25 [ 9991 8279 9262 4424 0134 4516 3356 1778 4286 7094
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